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Feldelektronenmikroskopische Schirmbilder bei Anwesenheit 
organischer Dimpfe im Versuchsrohr 


Von 


E. Horl und F. Stangler 
II. Physikalisches Institut der Universitat Wien 


Mit 5 Abbildungen 


(Eingelangt am 12. Januar 19355) 


Zusammentassung 


Bei Anwesenheit organischer Dampfe im Versuchsrohr iiberlagern sich dem 
Emissionsbild des reinen Metalls zahlreiche Lichtpunkte, von denen viele eine 
zwei- oder vierzahlige Struktur besitzen. Bei langerem Betrieb des Versuchsrohrs 
unter angelegter Hochspannung tibernimmt ein einziges Emissionszentrum die ge- 
samte Emission. Das Verhalten dieses Zentrums wurde naher untersucht. Aus 
Strom-Spannungskennlinien wurde mit Hilfe der Feldemissionstheorie die Gr6éBe 
des bilderzeugenden Objekts abgeschatzt. Ein Erklarungsversuch ftir das Zu- 
standekommen der doppelten und vierfachen Bildpunkte und fiir das Entstehen 
und Verhalten des spater folgenden Emissionszentrums wird vorgebracht. 


1. Aufbau des Versuchsrohrs 


Um geeignete Spitzenatzverfahren erproben zu kénnen, wahlten 
wir eine Form des Versuchskolbens wie Abb. | zeigt. Das Gestange G 
mit dem Spitzenbiigel A ist an einem Schliff angeschmolzen und kann 
so leicht herausgenommen werden. AuBerdem ist der Spitzenbiigel 
selbst in Klemmvorrichtungen aus Nickel befestigt. Vor der Kathode 
befindet sich der Anodenring R. Bei A war der Versuchskolben, der 
einen Durchmesser von 15 cm hatte, tiber eine mit fliissiger Luft ge- 
kiihlte Falle an eine zweistufige Oldiffusionspumpe angeschlossen. Der 
Leuchtschirm L aus Zinksilikat war mit einer diinnen Goldschichte be- 
dampft und diese mit Hilfe von Aqua Dag mit dem Anodenschlub 
verbunden. Dies erwies sich fiir genaue Emissionsstrommessungen 
als giinstig, um eine Aufladung des Leuchtschirms zu vermeiden. 
B, und B, sind Bedampfungseinrichtungen, die jedoch nicht verwendet 
wurden. Unter Verwendung hochwertigen Vakuumfettes erreichten 
wir nach mehrstiindigem Auspumpen Vakua in der GroBenordnung von 
10-® Torr. Dieser restliche Dampfdruck riihrte auBer von Luftresten 
von Dampfen des Apiezonfettes der Schliffdichtung, sowie von ge- 
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ringen Mengen von Athylather und Butylazetat, den Aufschlamm- 
fliissigkeiten des Leuchtschirms her, da ja das Rohr nicht durch Aus- 
heizen entgast werden konnte. 


Abb. 1. Aufbau des Versuchsrohrs 


L Leuchtschirm AB Abschirmblech B,, B, Bedampfungseinrichtungen K Kathodenbiigel 
R_ Anodenring A Gasabsaugrohr G Gestange S Schliff 


2. Versuchsergebnisse 


Wir verwendeten Wolfram- und Nickelkathoden. Es ergab sich 
weitgehende Ubereinstimmung mit den in der Literatur angegebenen 
Bildern dieser Metalle. Es trat nur eine ziemliche Granulation des 
Bildes auf, die sich mit zunehmender Beobachtungsdauer verstarkte. 
Dabei traten ab und zu leuchtende Einzelpunkte in Erscheinung, deren 
Anzahl vom Emissionsstrom stark abhangig war. Der GroBteil dieser 
Punkte besa8 eine einfache runde Form. Neben diesen traten auch 
Doppelpunkte und solche in Gestalt vierblattriger Kleeblatter auf. 
Die GroBe der einfachen Punkte auf dem Leuchtschirm betrug rund 
2 mm, die der zwei- und vierfachen 3 mm bis 6 mm. Es ergaben sich 
also jene Erscheinungen, die von E. W. MULLER [1] erstmalig durch Auf- 
dampfen von Kupferphthalozyanin, spater von R. HAEFER [2] auch 
mit anderen Substanzen erhalten wurden. Die Zahl der Lichtpunkte 
zeigte sich in der Umgebung der [011 |-Richtung stark vermindert. Eine | 
leichte Verminderung konnte auch in den {112]- und [123]-Richtungen 
beobachtet werden. Mit zunehmender Versuchsdauer vermehrte sich 
die Zahl der Lichtpunkte und es entstanden anfangs selten, spater: 
haufiger, verhaltnismaBig groBe, intensiv leuchtende Bildpunkte. In, 
der allernachsten Umgebung des hellsten Lichtpunkts bildeten sich) 
schwacher leuchtende, deren Anzahl sich fortschreitend vergréBerte. . 
Die Helligkeit des tibrigen Schirmbildes nahm langsam ab. Plétzlich\ 
erfolgte dann eine Zusammenballung der dunklen Umgebungspunkte : 
mit dem hellen Zentralpunkt. Der so entstandene Leuchtfleck leuchtete ' 
nun allein weiter. Sein Durchmesser betrug anfangs etwa 1/2 cm und| 
nahm rasch auf 2 cm bis 3 cm zu. Wahrend normalerweise zur Beob-. 


Feldelektronenmikroskopische Schirmbilder 3 


achtung des reinen Wolframbildes eine Spannung von etwa 5 kV nétig 
war, muBte nun mit der Spannung auf zirka 2 kV zuriickgegangen 
werden, um eine Spitzenzerstérung zu vermeiden. Wurde die Spannung 
in ihrer alten Hohe belassen, so erfolgte in kurzer Zeit ein pl6tzliches 
Aufleuchten des Leuchtschirms und jegliche Emission war beendet. 
Die mikroskopische Untersuchung derartig zerstérter Spitzen ergab 
schmelzperlenartige Gebilde von etwa 3 u bis 5 w Durchmesser. Eine 
ahnliche Erscheinung hat R. HAEFER [2] mit Feldemissionsréhren er- 
halten, die schon fiir mehrere Aufdampfversuche verwendet worden 
waren und deren innere Wande daher mit einer diinnen™Schichte aus 
den organischen Versuchssubstanzen bedeckt waren. z 


Die Eigenschaften des sich 
ausbildenden Emissionszentrums 
wurden von uns an Wolfram- und 
Molybdankathoden naher unter- 
sucht. Dabeistellte es sich heraus, 
da8B der Leuchtfleck eine eigen- 
artige, ruckartig mit der Zeit sich 
andernde Struktur aufwies. Es 
schien, als ob das bilderzeugende 
Objekt auf der Spitzenkalotte 
eine Art Rotation um sich selbst 
ausfiihrte, ohne dabei seinen Platz 
zu verlassen. Die Geschwindig- 
keit dieses  Strukturwechsels 
nahm bei Erhéhung der Feld- 
starke zu und betrug je nach 
ihrer Ho6he zwischen 2 und Abb. 2 a bis d. Einige charakteristische 
20 Bildwechseln in der Se- ge aera ay st 
kunde. Durch Verwendung eines R-Biotars und hdchstempfindlichen 
Filmmaterials gelang es, Momentaufnahmen mit Belichtungsdauern von 
1/50 bis 1/100 sec zu machen. Die Abb. 2 und 3 zeigen einige charak- 


Abb. 3 a bis c. FEinige charakteristische Strukturphasen eines Leuchtflecks 


teristische Strukturphasen von Leuchtflecken. Bemerkenswert ist es, 
daB auch hier, ebenso wie bei den eingangs beschriebenen Bildpunkten, 
oft eine zwei- und vierfache Symmetrie auftritt, wahrend andere 
Symmetrien nicht beobachtet werden. 

A Rel 
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AufschluBreich scheinen die folgenden Beobachtungen zu sein. Nach 
der Entstehung eines Leuchtflecks wurde dieser unter ziemlich niedriger 
Spannung (zirka 2 kV) beobachtet und dabei die Temperatur der Spitze 
durch Aufheizen des Kathodenbiigels langsam gesteigert. Bei einigen 
hundert Grad C verfiel der Leuchtfleck gleichsam in Stiicke, die 
eng beieinander blieben und den eingangs erwahnten Zweier- und Vierer- 
punkten zum Teil auBerst ahnlich waren (Abb. 4). 


Abb. 4. Zerfall eines Leuchtflecks Abb. 5. Zerfall eines Leuchtilecks (Molybdankathode) 
(Woiframkathode) a Anfangsstadium b spateres Stadium 


Eine ahnliche Erscheinung wurde bei einer Molybdankathode be- 
obachtet. Als nach der Bildung des Leuchtflecks die Hochspannung 
etwas gesteigert wurde, wurden plotzlich auf der einen Seite des Leucht- 
flecks, gleichsam als abgesprengte Bruchstiicke, einzelne strukturierte 
kleine Bildpunkte sichtbar, ahnlich denen, die zur Entstehung des 
Leuchtflecks gefiihrt hatten (Abb. 5a). Diese Erscheinung verstarkte 
sich mit der Zeit (Abb. 5b). Diese beiden Aufnahmen wurden unter 
starker Uberbelichtung erhalten, um die weniger hellen kleinen Punkte 
sichtbar zu machen. Der Leuchtfleck erscheint daher strukturlos. 

Alle bisher angefiithrten Tatsachen geben AnlaB zu der Vermutung, 
daB das den Leuchtfleck hervorrufende Objekt eine Anhaufung aus den 
Objekten darstellt, die die ein-, zwei- und vierfachen Punkte hervor- 
rufen. 

Um Aufschliisse tiber die GréBe des den Leuchtfleck hervorrufenden 
Objekts zu erhalten, wurden Strom-Spannungskennlinien beim Auf- 
treten dieser Erscheinung aufgenommen. Wurden die dabei erhaltenen 
MeBwerte im Diagramm 1/U gegen log //U* aufgetragen (U-Spannung 
zwischen Spitze und Anode, J Emissionsstrom), so ergaben sich aus den 
Achsenabschnitten der dabei entstehenden Geraden unter Anwendung 
der Feldemissionsgesetze von SOMMERFELD und BETHE [3] Werte in 
der GroBe von einigen 10 A®, 


3. Diskussion und Versuch einer Deutung der Versuchsergebnisse 


Die Zweier- und Viererpunkte wurden, wie schon erwihnt, von 
E. W. MULLER [1] beim Aufdampfen von Kupferphthalozyaninmolekeln 
erhalten und von ihm als ,,Bilder‘‘ von einzelnen Molekiilen dieser Sub- 
stanz bezeichnet. Die Molekiile von Cu-Phthalozyanin enthalten nim- 
lich vier Benzolringe, die im Viereck angeordnet sind. Fiir flach auf- 
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liegende Molekiile wiirde sich also ein vierfacher, fiir aufrechtstehende 
ein zweifacher Bildpunkt ergeben. Spatere Versuche von R. HAEFER [2] 
mit einer gréBeren Zahl organischer Verbindungen ohne vierzahlige 
Symmetrie der Struktur brachten aber neben einfachen auch zwei- und 
vierfach strukturierte Bildpunkte. Man versuchte dies durch die An- 
nahme zu erklaren, daB die Versuchssubstanzen durch Elektronen- und 
Ionenbombardement umgewandelt wiirden. Doch erscheint es unwahr- 
scheinlich, daB bei den neu entstandenen Molekiilen nur solche mit 
zwei- und vierzahliger Symmetrie auftreten sollten. Ein anderer Er- 
klarungsversuch geht dahin, daB man annimmt, daB die aufgedampften 
Molekiile auf der Spitzenkalotte einen Kristalliten bilden und damit 
einen Ort erhdhter Feldstarke, von dem aus verstarkte Emission erfolgt. 
Fiir diese Erklarung spricht vor allem die Tatsache, daB strukturierte 
Bildpunkte nur bei Bedampfung unter Feldeinwirkung auftreten. Aber 
auch hier tritt die gleiche Schwierigkeit auf wie bei der zuerst erwahnten 
Erklarung. Schwer verstandlich bleibt unter diesen Gesichtspunkten 
auch die groBe Temperaturbestandigkeit der Erscheinung, denn die 
Zweier- und Viererpunkte verschwinden erst bei einer Temperatur von 
zirka 1000° K. 

Als weiteren Erklarungsversuch méchten wir folgendes vorschlagen. 
Es ist sicher anzunehmen, da8 im Versuchsrohr bei Aufdampfversuchen 
mit organischen Substanzen standig eine gewisse Zahl organischer 
Ionen vorhanden sein wird, die durch die auf den Leuchtschirm auf- 
treffenden Elektronen von diesem abgerissen werden. Die positiven 
Ionen werden mit einer Energie, die vom angelegten Feld abhangig ist 
und einige 10? eV betragt, auf der Spitzenkalotte ankommen. Dort 
werden sie bevorzugt an Stellen erhéhter Lokalfeldstarke, an Gitter- 
treppenstufen oder an adsorbierten Atomen auftreffen. Durch dieses 
Bombardement kénnen Wolframatome vom Gitter losgerissen werden. 
DaB dies energetisch moglich ist, laBt sich durch Berechnung der Ab- 
lésearbeit von Atomen aus dem eigenen Kristallgitter nach der Methode 
von STRANSKI und SUHRMANN [4] zeigen. Man kommt fiir Wolfram- 
atome in der Halbkristallage zu einem Wert von 8,7 eV. Wenn also 
Ionen mit einer Energie von einigen 10? eV auftreffen, so ist die Még- 
lichkeit des Herausschlagens von Wolframatomen durchaus gegeben. 
Die aus dem Gitterverband gelésten Atome werden nun teils in den Gas- 
raum gelangen, andere aber werden an der Gitteroberflache adsorbiert 
und erhodhen so an diesen Stellen die lokale Feldstarke. Dadurch erhoht 
sich die Zahl der dort auftreffenden Ionen und damit wieder die Zahl 
der herausgeschlagenen Atome. 

Nun haben HeNnpbus [5] und RICHTER [6] bei nicht zu hoch er- 
hitzten Metallschmelzen gefunden, daB die Metallatome dabei nicht 
vollig regellos orientiert sind, sondern daB eine gewisse Nahorientierung 
vorliegt. Diese besteht darin, daB die Atome von einer Anzahl nachster 
Nachbarn umgeben sind, deren Anzahl gleich der Koordinatenzahl im 
Kristallgitter ist. Diese Gruppen von Atomen behalten wahrend der 
Kristallisation ihren Ordnungszustand bei und bauen so durch bloBes 
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Aneinanderreihen den Kristall auf. Man nennt sie daher Zwischenbau- 
steine. Sie wurden durch Fourter-Analysen von Roéntgenaufnahmen 
nachgewiesen. Derartige Zwischenbausteine wurden auch von KOonie [7] 
beim Aufdampfen diinnster Metallschichten auf gekthlte Trager ge- 
funden. Durch Auswertung von Elektronenbeugungsbildern dieser 
Schichten kam er zu dem Ergebnis, daB diinnste kondensierte Metall- 
schichten sich auBer aus gréBeren Kristalliten aus einem Pulver von 
-Zwischenbausteinen aufbauen. Fiir die kubisch-raumzentrierten Metalle 
Eisen und Chrom fand K6Onic kubisch-raumzentierte Elementarzellen. 
Fiir kubisch-flachenzentrierte Metalle werden Vierzehnflache vermutet. 

Es erscheint nun also durchaus annehmbar, daB die durch das 
Ionenbombardement aus der Spitzenoberflache herausgeschlagenen und 
auf der obersten Gitternetzebene liegenden Anhaufungen von Metall- 
atomen im Zustand der oben genannten Zwischenbausteine existieren. 
Nehmen wir mit Riicksicht auf die kubisch-raumzentrierte Struktur von 
Wolfram und Molybdaén kubisch-raumzentrierte Elementarzellen als 
Zwischenbausteine dieser Substanzen an, so kénnte man die Zweier- 
und Viererpunkte als ,,Bilder‘’ von besonders exponierten Zwischen- 
bausteinen ansprechen. Die zwei- und vierzahligen Formtypen lassen 
sich durch verschiedene Lage der Zwischenbausteine erklaren, die ver- 
schiedene GroBe und Helligkeit durch deren verschiedene Exponiert- 
heit. Das Fehlen von dreizahligen Punkten entsprechend der Raum- 
diagonalen des Zwischenbausteines senkrecht zur Spitzenoberflache 
diirfte auf Uberstrahlung der drei Randscheibchen durch das hellere 
Zentralscheibchen zuriickzufiihren sein. Die starke Zunahme der Bild- 
punkte mit dem Emissionsstrom ware durch verstarktes lonenbombarde- 
ment verstandlich. Das stark verminderte Auftreten von Lichtpunkten 
in der Umgebung der [011 }|-Richtung leBe sich nach Berechnungen von . 
STRANSKI und SUHRMANN [4] durch die Tatsache erklaren, daB relativ 
zu den anderen Kristallflachen bei der (011)-Flache die fiir das Heraus- | 
brechen eines Atoms noétige Arbeit am gr6Bten ist. Die groBe Tem-. 
peraturbestandigkeit der die Lichtpunkte hervorrufenden Objekte ware, , 
da es sich ja um Wolfram handelte, leicht einzusehen. Als Ursache fiir: 
die Entstehung des vordem beschriebenen hellen Leuchtflecks kénnte: 
eine Anhaufung von Zwischenbausteinen angesehen werden. Fiir diese» 
Annahme scheint die Art seiner Entstehung, sowie die vorhin beschrie-- 
bene Zerspaltung in Einzelpunkte zu sprechen. Diese Tatsachen zeigen, , 
da das den Leuchtfleck hervorrufende Objekt aus den Objekten auf-- 
gebaut sein muB, die die einfachen, zwei- und vierfachen Bildpunkte> 
erzeugen. Fiir die zeitliche Anderung der Struktur des Leuchtflecks ist 
das Ionenbombardement verantwortlich, welches die zusammenge- 
ballten Zwischenbausteine sténdig umgruppiert und so die ruckartige: 
Bewegung bewirkt. Mit Zunahme der Feldstirke verstarkt sich das: 
Ionenbombardement und damit die beobachtete Zunahme der Ge- 
schwindigkeit der Strukturanderung. Wurde, wie vorher beschrieben, 
die Spannung zwischen Spitze und Kathode nach Entstehen des Leucht-. 
flecks nicht vermindert, so wurde die Spitze durch Abschmelzen zer- 
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stért. Dabei blieb das den Leuchtfleck verursachende Objekt auf der 
Spitzenkalotte solange erhalten, bis diese selbst durch die Stromwarme 
zerstort wurde. Das weist darauf hin, daB dieses Objekt aus einem Stoff 
besteht, der so hoch schmelzend ist wie die Spitze selbst. Auch die aus 
den Strom-Spannungskennlinien berechnete GréBe des Objekts scheint 
durchaus mit der Vorstellung von Zwischenbausteinen vertraglich. 

Fiir wertvolle Anregung und Unterstiitzung danken wir Herrn 
Prof. E. Scumip und Herrn Dozent K. LINTNER. Die Arbeit ware nicht 
durchfiihrbar gewesen ohne die Mitarbeit und die groBztigige Unter- 
stiitzung durch die Wiener Radiowerke A.-G. 
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Zur Methode der stationaren Phase 
Von 


Giinther Braun, Wien 


zur Zeit wissenschaftlicher Mitarbeiter am Philips Forschungslaboratorium 
N. V. Philips’ Gloeilampenfabrieken Eindhoven-Niederlande 


Mit 3 Abbildungen 


(Eingelangt am 22. Januar 1955) 


Zusammenfassung 


Es wird im AnschluB an VAN DER Corput [1] und E. HLrawka [2] die Methode 
der stationaren Phase zur Ableitung von fiir @—»oo asymptotischer Reihen fur 


twf (x;) 
é 


die Auswertung von Integralen der Form [ ee “dx; beniitzt. Dabei 


bedeuten die #; (1... 1, 2,..., ) kartesische Koordinaten, d¥; das Volumelement 
iin FR, und das Integral ist ber einen geeignet zu wahlenden K6rper im R,, zu er- 


strecken. q sei reell, positiv. f(*;), g(¥;) sind Funktionen der Variabeln ¥;, die : 
geeignet zu wahlenden Bedingungen geniigen. 

Da fiir physikalische Anwendungen in der Beugungstheorie [3] speziell die» 
Integrale fiir m = 1 und nm = 2 von Bedeutung sind und da fiir n > 2 die mathe- - 
matischen Schwierigkeiten sehr groB werden, beschrankt sich diese Arbeit auf! 
Integrale vom Typus 


b 
| g(x)e gti ax und | | g(x, ve MONG) dx dy, 
: care 


wobei im ersten Falle iiber die reelle ¥-Achse, im zweiten Falle iiber ein endliches; 
Gebiet der x, y-Ebene zu integrieren ist. 


Satz I 

VAN DER Corput [1] hat bewiesen, daB unter gewissen Voraus-- 

setzungen tiber die Funktionen f(x) und g(x) das Integral 
b 


te [ (ayer dx (1) 


wobei f(x) und g(x) reelle oder komplexe Funktionen der reellen Vari- 
abeln x sind, a, b, reell und endlich sind und iiber die reelle x-Achse 


integriert wird, einen Naherungswert J besitzt, der nur vom Verhalten 
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von / und g in der Nahe endlich vieler Punkte von [a, b] abhangt. Zu 
diesen Punkten gehéren die Endpunkte a,b des Intervalles und alle 
Punkte x; von (a, ), fiir die 

f(x) 


Re BAUR 0 ist und in denen Im ———— 
Vr" (x) Vi’) 
das Vorzeichen wechselt. [Fiihrende Punkte der Funktion /(x) in (a, 0).] 
Der Naherungswert stellt sich dabei in der Form J = A+B+27; 
dar, wobei die GréBe A eindeutig bestimmt ist durch f(a), g(a) und 
die Ableitungen /’(a), g’(a), /’’(a), g’’(a)... (bis zu einer bestimmten 
Ordnung), analog B und V;. Die Methode der fiithrenden Punkte redu- 
ziert sich im Falle, daB /(x) rein imaginar ist auf die Methode der sta- 
tionadren Phase (STOKES, KELVIN, 1887). Wir betrachten im folgenden 
allein diesen Spezialfall. 


Satz II. [2] 

Es seien in [a,b] zwei Funktionen f(x), g(x) definiert, f(x) reell, 
g(x) reell oder komplex, a,b reell, endlich. Es seien /(x), bzw. g(x) 
(n + 2) (k +1), bzw. (n+ 1) (k +1) mal stetig differenzierbar (fiir 
a, b brauchen nur die rechts-, bzw. linksseitigen Grenzwerte der Ablei- 
tungen zu existieren).  natiirlich beliebig. Fiir « = a gelte /“)(a) = 0 
fir 1<k< m, f(a) £0, fiir x=b gelte f(b) = 0 fir 1<k< m, 
f("*) (0) + 0, n = Max(m,, m). In (a, b) sei f(x) 4 0. @ sei reell positiv 
(= 1), g(x) enthalte w nicht. 

Dann hat das Integral b 


j= fw efolte dx ) 


einen Naherungswert ts , der sich in der Form 
J=A+tB+O(W—@+2)n) (3) 
darstellt; A hangt nur von g")(a), {(a) ab mit0 <7 < (k + 1) (ma + 1), 
0<j7< (k+ 1) (m+ 2), analog B- A und B haben explizit die Form 
mit w — © asymptotischer Reihen, die nach Potenzen von wm—"*/"a, 
bzw. w—"+)"» fortschreiten. 
Es ist (k+1)(n,+1) 


A= 37 Aj 0 ~94 2a + O(o 0+ 2)!"a) (4) 


5 i=0 
mit : 


: 
_ 1 swe) et LUG + mat + 1)/ma) | tinlitngtt Vieng | 


1 


a 
(2a 


Acta Physica Austriaca. Bd. X/1—2 Ta 


jo) (a) 0 (5) 


) +n,t+1)/ng 
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Die einzelnen GrdBen bedeuten: 


ipa) = poy (°) g(a) + Ki)(a) 


1=(n+1)t 
m 
Ki+1,m+1(4) = pS ( i) fm—1+9)(a) + Kz,(a) (6) 
r=(n,+1)t 
S S ; ; 
wobei j,;(a2) = 0 ist fiir 17> eS bo s(a) = g(a). Ee ist die 
groBte ganze Zahl < rca Ferfer. ist K,o{a)=1, Kon =O 


es m 
tue 22 ee p= OO LUr ele “| 


Fiir B erhalten wir analoge Formeln, wenn in (4) statt A — B, 
A; > B;, a > mm geschrieben wird, in (5) statt m —> ms, f(a) > {(d), 
Ljjtn,t (a) > (—1)- Lt, j+nyt (b)- Dj + mp t, m). Dabei bedeutet 


(geet Or rs 


2 wenn m gerade 
1 


Nb 


Dim; nm) = 


‘in 4 va (1 )) wenn mp ungerade (7) 


é 


(+ je nachdem, ob jf") (b) Sm 0) und die GréBen J; 5 (b), bzw. Kys (0) 
entstehen aus 1; (a), bzw. Kis (a) durch Vertauschen a — b, mq > m. 

Ein Integral, das nur die Bedingung /’(x) + 0 in (a, d) nicht erfillt 
(bei dem vielmehr in endlich vielen Punkten von (a, 0) f’(x) = 0 ist) 
und fir die Endpunkte a, b etwa n,, bzw. m gleich 1 ist, kann leicht 
durch Unterteilung des Integrationsintervalles auf den friiheren Fall 
zuruickgefiithrt werden. 

Zum Beweis von Satz II. wahlen wir mit zwei geeigneten positiven 
Konstanten C, C zwei GroBen 

1 1 

Nate eee gy ae (8) 


und definieren fiir alle x > 0 eine Funktion w(x) durch 


iy == (Cw 


1 1 
w(x) = [ues au] J FN eee « 
0 pe | 
w(x) ist beliebig oft stetig differenzierbar, es gilt fiir alle 7 > 0 
] iy 
(1 wis ne bzw. se es 0 
Die Funktion w(x), die wir nach VAN DER Corput Neutralisator nennen, 
ermoglicht es in bequemer Weise, den Beitrag der Randpunkte a, b) 
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zu berechnen und den Beitrag des Restintervalles nach oben abzu- 
schatzen. Wir setzen: 


Na(x) = w ( = " > No(x) = uf? ihe 4 (10) 
Eq Eb 
N,(x) hat die Eigenschaften 
d’ d’ N,(x) 
= (1 —na(0} aoe Se reo an 


Ni(x) =O(e,') fir [a,a+e]; Na(x)==0 fir *x>ate 


analog N,(x). Fiir das Folgende miissen wir zuerst /’(x) nach oben ab- 
schatzen. Mit Hilfe des LEGENDREschen Ausdruckes fiir das Restglied 
der TAyLor-Reihe ergibt sich: 


a (x —a)"a—1 |f("a) (a)| fiir [a,a+ éq] 


If'(x)| > 7c (b— x)mo—1 |f(*2) (B) | fiir [b —e0, 0] 


Hy—L |f() (d)|, Min| f(x) izes ep 3] 
fiir [a + €,b —€&] (12) 
Dabei ergeben sich die ersten beiden Abschatzungen einfach durch 


entsprechende W ee von C,C. 
Wir schreiben (1) in der Gestalt 


\ 
are 


f= fo fo dase | N(x) -g(x) &" dae + 


a 


: if 
Min} Eq"a | f("a) (a) a 


b 
iwf(x) 7. twf(x) 7 
N(x) + g(x) e dx + [ 096 dx (13) 
b—ep a 


wobei 
H(x) = g(x) {1 — Na(x) — No(x)} (14) 
ist und (11) beriicksichtigt wurde. Die Integrale sind der Reihe nach die 
Anteile A, B, Jr (Restterm). 
Wir schatzen zuerst Jr ab. H(x) ist in [a,b] geniigend oft stetig 
differenzierbar und hat ferner die folgenden Eigenschaften: 


EG = 0; H(b) = 0 
Olea?) in (4,4+ &] 
H4)(x) = O (e~’) in [ob — e, 5] (15) 
O(Max(ea~, es)) in [a+ ea,b—20] 


La 
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Man zeigt dies am einfachsten etwa fiir [a,a + €4] aus der Formel 
a. k 
= d 
Hx) = on (i) g" k) (x) 7a (1 — Nata] (16) 
k=0 
mit Hilfe von g’—®) (x) = O(1) (g stetig differenzierbar auf beschrankten ~ 
Intervall) und (11). Fir [b — &, 6] gilt das Analoge, fiir [a + éa, b — &] 
ist die Behauptung evident. 
Wir definieren ein Funktionensystem H;(x) rekursiv durch die 
Gleichungen 


ad Hi; (x) 
= : : = —— 1 
H,(x) H(x); Ai (x) a ( 7) 
dann gilt, wie man durch vollstandige Induktion zeigen kann, die Formel 
Hi(x) = 3) HO(x) + (f(x) Y- Cy lf (x)... 1M] (18) 
j=0 


wobei C;; ein Polynom héchstens in seinen Argumenten ist, wie man 
durch Aufschreiben der Rekursionen fiir die C;; sofort einsieht. 

H;(x) ist wieder stetig differenzierbar (Grenzwert von H) (x) - (f’)/~? 
fiir x = a und x = db fir 0 <7 <7 kann per definitionem gleich 0 ge- 
setzt werden) und es ist Hi(a) = Hi(b) = 0. Wie man durch Ein- 
setzen in die Rekursionen fiir die Cj; sofort zeigen kann, gilt fiir die Cy 
in [a,a+e] Ci =O (ea), Daraus und aus (15), (18) folgt 
fiir |a,a+ eq] 

A(x) = Ole, a) (19) 
analog fiir [b—e&,b]. Da in [a + e,,b — &] Hi(x) hdchstens ebenso 
stark mit w — oo gegen oo gehen kann wie in [a, a + é,], [b — &, d] 
muB in [a, b] 

Eis) = Ol aaa sen (20) 
sein mit = Max(ma, no). 


Jr wird durch fortgesetzte partielle Integration umgeformt: 
b b 


in amen dx = (i | H;(x) e’?™ dx =O(@ "t ®) 
bans a (21) 
Dabei kommen in Hj(x) wegen (18) noch alle Ableitungen von g bis 
zur 7-ten und von / bis zur (j + 1)-ten vor. (21) nimmt schlieBlich mit 
m+ 1 
aT (k + 2) die Form Jr = Ole a) an. 
Zur Berechnung der GréBe | 


a+ &, 


i | Na (x) g(x) °™ dx (22) 


der Substitution 7 = 
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(x) = f(a) + jn (a)-(x—a)"*; L(x) = Na(x) + g(x) de? —-? 


(23) 
urch, wodurch 
at+& 
A= if L(x) °°? dx (24) 
wird. : 
Es gilt ferner in [a, a + €] 
d’ 
53 (Nal) £(2)} = Olea!) = O(erilla +») (25) 
x 
und wie man aus 
1 
ee FO yy eet lat Heal) OR P<] 


(26) 
ersieht 
= 0 $= %, 
(s) == sls) = O[e,Marlng+ 1—s,0)- (s) A (s) See 
f(x) —p°"(x) = Ole Nea Pie oiNel Aas noe 
(27) 
Durch vollstandige Induktion ergibt sich aus 
7 
. 2 j\d* fo?) nay nes 
ene raioS (ear (iaiiiad se alia Cy 
k=0 (28) 
7 
<5 ei —P) = O(wilat YD); LO) (x) = O(willa + 0) (29) 
x 


(24) wird durch partielle Integration ausgewertet, wobei bei jeder 
Integration der erste Faktor (hier L(x)) differenziert und der zweite 
Faktor (hier e’®?)) integriert wird. Zur Durchfiihrung dieser Inte- 
gration brauchen wir ein Funktionensystem w,(z), so daB 


i yol2) = e°P); —— Yurr'(2) = — Yn (2) (30) 
gilt. Es muB daher sein 


z 


Yu+1(2) = — | Wu (§) dE + Yu + 1 (C4). (31) 


x 


Dabei kann & komplex, c, ein beliebiger Punkt der funktionentheore- 
‘\tischen Ebene sein, nur muB der Integrationsweg so gelegt werden, 
daB darauf der Integrand eindeutig und analytisch ist. Wenn man 
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nimlich etwa das Integral (24) durch partielle Integration auswertet, 
ist die Gr6Be c, in der Formel 


x 


[rw cnno.as = L(x) [ mel aslf= fw af emt des 
: ‘ a GI 


noch vollkommen beliebig. Wir wahlen fiir c, einen geeignet gewahlten 
~ unendlich fernen Punkt der funktionentheoretischen Ebene, fiir den | 


~pu(z) = 0 sind. 
Fiir das Folgende [1] miissen Integrale vom Typus 
CO [ Q(z) et) dz (33) 
Wau) 


betrachtet werden (¢(z), Q(z) Polynome, q(z) 4 const., w ein Punkt der 
komplexen z-Ebene). W,(u) ist die Bildkurve der Geraden Im w = 0, 
Re w< 0 mit Rew = — © als Anfangspunkt und Re w = 0 als End-- 
punkt. w/(z) bezeichnet 


w(z) = q(z) — 9(u) (34) 

Wir betrachten die RIEMANNsche Flache der zu w(z) inversen Funk-. 

tion z(w). Wenn g(z) ein Polynom vom Grade 1 ist, ist 2(w) im allge-: 

meinen auf der w-Ebene n-deutig, eindeutig nur auf der RIEMANNschen | 

Flache der Funktion z(w). Diese ist im allgemeinen m-blattrig. 2(w) hat: 

im Endlichen Verzweigungspunkte von den Gesamtordnungen » — lI, 
die durch die Gleichungen 


Gia) ee Or a=: @; = w(ai) (35) 
bestimmt werden. Der Integrationsweg in w ist unter Vermeidung der 
Verzweigungspunkte zu fiihren. Dies ist sicher méglich, wenn wir wu auf 
die offene Menge der z-Ebene beschranken, die von der Gesamtebenet 
ubrig bleibt, wenn wir die Menge, die aus den Punkten (35) und dens 


Punkten £ mit Imgq(ai) = le q(6); Re g(ai) < Reg(f@)  besteht,. 
eliminieren. | 


gw 
Unter diesen Bedingungen ist Q(z (w)) “ele auf dem Integrations- 
q' (2(w 
weg eindeutig und analytisch und verschwindet fiir Rew —— oo. 
Es seien uw und v zwei benachbarte Punkte der angegebenen offene 


Menge. Dann kénnen wir den Caucnyschen Integralsatz anwenden, 


[ow et) dz — [0 Cag | Q(z) et) dz (36) 


a) W 40) 
Wir legen den Punkt w auf eine durch den Punkt a; gehende Gerad¢ 
u=a+re® (377 
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d bestimmen den (im allgemeinen fiir »>1 von g abhangigen) 


renzwert: 
lim z) ef) dz 
im [oe ce 


Wg (a;+re'?) 
tir alle méglichen Punkte w definieren wir 
Pol") =e) — ura "(u) = —py (u) (39) 
urch Anwendung von (36) und mit Hilfe des Mittelwertsatzes der 


ntegralrechnung sieht man leicht, da8 (fiir a; = 0, was keine Ein- 
chrankung der Allgemeinheit bedeutet) die Darstellung 


1 a) 
+1(4u) = ——___ z—u) e' az 40 
yuea(t) ee ) (40) 
= W glu) 

c- 

Im Spezialfall g(z) = C e®z” existiert fiir z= 0 ein Verzweigungs- 
unkt der Ordnung »—1; durch die Abbildung z= 2(qg) wird die 
-Ebene mit Ausnahme des Punktes g = 0 und der Geraden Im g = 0, 


eg> 0 auf den Sektor 
1 
n 
bgebildet. w liege ebenfalls in diesem Sektor. Wir betrachten in diesem 
ektor die Kurve 
Im g(z) =Img(u); Re g(z) < Re q(w) 
tir u — 0 geht diese Kurve in die Gerade 9 + nargz = 2(m— 1)a 
liber und wir erhalten mit der Substitution 


{2(m — 1) x 0} <argz<—(2ma—g} (41) 


targz td 2(m—1) n—o 
ee Piz sre” t i 
1 
jue = [2(m—1) x0] re +- I 
== (z—r eiv)u ele? 2" dz — A 
Poles) J penis Tye) 
wy(re'?) (42) 
Wenn wir noch z durch z + a ersetzen, auf 
It : i : 
N=Nz; oe et C eer a) (a)| (43) 
spezialisieren und /(a) beriicksichtigen, erhalten wir 
‘h | oe i(u+1) = | 20m Taal 
lim yy+1 (@ + re?) = — eh) - ¢ e 
oS 0 Na 
| rt 
: etd f("a)(a) = 0 (44) 


1 s (H+ 1)/ng 
P(t pfodis a) | 


ie Ree « 
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Speziell wird fir p=0 m=3+3 und daher 
a+7) 


i Wur1(a = Yuti(at) = 
ret ' +i(n+1) Dy 
ae gif (a) (45) 
Na F(u+1) 


(w4+-U/ng 
lo vena] 


fe(ta +l) +4 ma gerade = 
bzw. fir p=a es 1) fg ungerade (a) 2 
und daher 
lim p+ (a — r) = Wu+l (a—) = Wu+l (a~) D(u, Na) (46) 
r—>0 
wenn noch zusatzlich 
| ee Na gerade ("a)(q) > 47 
D(u, Na) — bests 1)z (1—1/n,) / (2) = 0 ( ) 


Nq ungerade ; 


gesetzt wird. 
Damit folgt fiir (24) durch partielle Integration 


ate, a+e, 
Ass fu CRE Lie rw p(Aas=s 
a a 
ate, 


~ Sims X) Ps 44 (% 


Wegen (11), ay gilt fiir alle s >0 Le (a+ €) =0. Aus (44) ete. 
folgt ferner py, +1 (x) = O(w— (u+1)/mq) fiir [a, a + e€,]. Durch Abschatzung 
des Restintegrales in (48) erhalt man 

(k+1)(n,+1) 


= > Lo (a) -ws41 (at) + O(a Tae) (49) 
s=0 


wobei K = (k + 1) (m_ + 1) gesetzt wurde. 
Wir setzen ferner 


ab ane (x) - pera (x) dx (48) 


+= at+€q 


d! eto({—P) 
Diy an ee ees 
1(@) dx! oe 
Dafiir gelten (Beweis durch vollstandige Induktion) die Rekursioner: 
Pyir(a) =io S” (") P,(a) + for + D(a) (50 
r=0 


+} denn /(x) — pte 


P, ist ein Polynom héchstens vom Grade 
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at fiir x = a eine m, + I-fache Nullstelle, das k-te Glied in der TAYLOR- 
twicklung von: e*®(*)—?(™) beginnt also mit (x —a)M"at), die 
-te Ableitung daher mit (x —a)*a+U—, wenn k(n, + 1)—r> 0. 
a fiir x = a nur das konstante Glied tibrigbleibt, ist das Glied mit dem 
6chsten & dasjenige, wofiir k(m_ + 1) —r <0, wahrend (m+ 1) — 
(r + 1)> 0 ist. 
Wir setzen 


= »' K,1(a)- (51) 


Mey, =i, ky gg = FOr 1 K,m=0 far +>[ he [ise 
: Na +1 


insetzen in (50) fihrt zu 


m 
Ki+1, m+1( ->| r fim 7+ (a) + Kir(a) (52) 
+1) 


("a 


mz. B. Ki (a) = f(a) a). 
Mit diesen Abkiirzungen erhalt man 


109(a) = 3 (7}g6—9 (a) Pla) = So)! tla) (63) 
1=0 t=0 
obei 
tala) = S1( 9.) g(a) Kam (54) 
m=(ngr1)\t 
“Bzesetzt wurde. Es ist 1; (a) =0 fir ¢> E | tas (@) exe (a) 


Wenn man diese GréBen und (45) in (49) einsetzt und nach Potenzen 
¥von 7 m ordnet, erhalt man mit 7 = s— mt 


(k+1) (nq +1) 


A= DT Aj oUt Vira + O (H+ Bla) (55) 


70 


| j 

, Lg + nat + 1)/n 
\ A, = > ciate Y hy ing (a) - - [( ae + 1)/n i 
i (4 ra aera. 


{")(a) 0 


]o ekinitngt+ Din, 


(56) 
éwas mit (4), (5) tibereinstimmt. 
{ Acta Physica Austriaca. Bd. X/1 


18 G. BRAUN: 


maale erhalt man he B 


oy L09(b) + s+ 1(0-) + O(o~@+ 0) (57), 
(K = (k +1) (m + 1) ihe daraus 4 
(+1) (m+) | 
B= >) Bj w- 4+ Do 4 O(w— H+ 9!) (58), 
7=0 
j 
toe aL LG + mt + 1)/n0) | 
Din roe 2 Tarn) "TG + mt+ 1) 


et in(j + npt + 1)/2np 


nf is Gua Ube 
(1 ene)” 


Dabei sind die entsprechenden GréBen analog zu denen bei A 2u' 
definieren. 

Wie man leicht einsieht, kommen in A; die Ableitungen von g bis: 
zur j-ten, die von f bis zur (mg + 7 + 1)-ten vor, womit Satz II. be- 
wiesen ist. 

Wenn fiir endlich viele Punkte x; in (a, d) f’(xi) = 0 ist, /®(«;) =0 
fir 1<k< mi, f(%) (x;) 40, unterteilen wir [a,b] in den Punkten % 
und wenden auf die Teilintervalle den Satz II. an. Wenn fir x; 1; = 1! 
ware, wiirde man keinen Beitrag von x; erhalten, da in den Gliedern Vj. 
in jedem Term ein Faktor 1— D(m, nj) vorkommt und diese GréBen: 
fiir n; = 1 identisch ftir alle m verschwinden. Fiir 1; > 1 verschwindet! 
indes 1 — D(m, nj) nicht identisch fiir alle m und man erhalt also von: 
jedem in (a, 6) liegenden Punkt stationarer Phase einen Beitrag. 


Dj + not,m) = f(b) 20 (59). 


Satz III 


Es seien in einem endlichen Gebiet B der x —y Ebene mit Ein- 
schluB des Randes S(B) zwei Funktionen /(x, y) und g(x, y) definiert..: 
Es sei f(x, 4) reell, g(x, y) reell oder komplex, x, y reell. f(x, y) bzw. 
g(x,y) seien 2L + 3, bzw. 2L mal stetig differenzierbar (L natiirlicht 
beliebig), w sei reell > 1. Im Inneren von B sollen nur endlich viele 
Punkte stationdrer Phase erster Art existieren, fiir die gilt: 


OF} 5 uae 


ax | *% 
Vi 


4 = (60) 


Es soll kein Punkt (6) auf S(B) liegen. Fiir jeden dieser Punkte sta4 
tionarer Phase erster Art sei mindestens eine der drei GréBen 
a2 92 92 
Ox Ox oy ay? 
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Die Gleichung der Berandungskurve sei x(s), y(s). x™(s), y(s) 
1<m <M (M natiirlich beliebig) haben nur endlich viele ,,Unstetig- 
keitspunkte“. Dann existiert fiir das Integral 


z= ff g(x, y) eel”) dx dy (61) 
B 


ein Naherungswert J, der sich in der Form 


T= D>) Vit R+0(o-24+ 0/8) (62) 
darstellen 1aBt, wobei V; eindeutig bestimmt ist durch den Wert von f 
und g und ihrer Ableitungen nach x und y an der Stelle stationdrer 
Phase erster Art x;, yi, R eindeutig bestimmt ist durch den Wert von 
@/f und g und ihrer Ableitungen nach m und s auf S(B) (m nach auBen 
positiv gezahlte Normale, s Bogenlange der Randkurve). 'V;, R haben 
die Form mit m — oo asymptotischer Reihen. 
Ein Punkt stationarer Phase erster Art wird naher durch das Vor- 
zeichen der HEssEschen Determinante 


af ar (_a*f 
‘ |e als mI 


* klassifiziert. Wir bezeichnen ihn als elliptisch, parabolisch, hyperbolisch, 
je nachdem D = 0 ist, da dann dieser Punkt ein elliptischer, parabo- 
lischer, bzw. hyperbolischer Flachenpunkt der Flache z = 2(x, y) ist. 

Man k6nnte Satz III. auch unter erweiterten Voraussetzungen be- 
4 weisen, es kénnten fiir einen Punkt stationarer Phase erster Art auch 
alle zweiten Ableitungen verschwinden (was weitere Klassifikationen 
notwendig machen wiirde) und es kénnte ein Punkt stationarer Phase 
erster Art auch auf S(B) liegen. 


x; 


Satz IV 


| 
*) Die GréBe R, die sich als Summe von Integralen vom Typus (2) 
-¥ darstellt, hat nach den Satzen I und II einen Naherungswert 


al 


R= > wWj+ D>) x: (63) 
I ch k 


_ wobei die W; eindeutig bestimmt sind durch das Verhalten der Funk- 


| tionen f/ und g und ihrer Ableitungen nach m und s an den Stellen sta- 
*/tiondrer Phase zweiter Art der Funktion f(x, y) %j, ¥7;: 


| d 
4 = [H((s), ¥(5)) I] 55 = 0 (64) 
Die GréBen X; sind eindeutig bestimmt durch das Verhalten von 


/f-und g und ihrer Ableitungen nach » und s an den ,,Unstetigkeits- 
_punkten‘ der Berandung. 


O* 


<5 geet 
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Der allgemeine Beweis der Sadtze III und IV folgt unmittelbar aus 
Satz II. Wir zerlegen das Innere von B durch beliebige geschlossene 
Kurven in Zellen, die jede in ihrem Inneren genau einen Punkt sta- 
tiondrer Phase erster Art enthalten. Die Gesamtheit aller dieser Kurven- 
stiicke im Inneren von B heiBe die innere Berandung im Gegensatz_ 
zur 4uBeren Berandung S(B). Fir irgendeine derartige ,,Zelle (z. Bo 
mit «;, y; im Inneren) wird ein Polarkoordinatensystem mit %;, ¥, als 
Koordinatenursprung eingefiihrt (7,~). Wir integrieren zuerst tber 7 
und dann iiber g, was unter den angegebenen Voraussetzungen tiber 
/,g und B sicher méglich ist. Fiir die Integration nach 7, die vom 
Koordinatenursprung bis zu dem auf dem betreffenden Strahl liegenden 
Punkt der Zellenberandung durchzufiihren ist, verwenden wir die 
Methode der stationaren Phase nach Satz II (a = 0, m» = 1). Wir er- 
halten einen Beitrag des Punktes %;, y; und einen Beitrag vom Punkt 
der Zellenberandung, bei der Integration nach also nur einen Anteil 
des Punktes x;, y; und einen Anteil des Randes, wobei der Anteil des 
Randes nach Satz II eindeutig von f und g und deren Ableitungen nach 
der Normale und Tangente der Zellenberandung abhangt. 

Bei der Summation der Anteile sémtlicher Zellen fallen die Beitrage 
aller inneren Berandungen weg, da das Integral tiber jedes Stiick der 
inneren Berandung zweimal mit entgegengesetzten Vorzeichen auf- 
tritt. Es bleibt also nur der Anteil der Punkte stationarer Phase erster | 
Art und der Anteil der auBeren Berandung tibrig, womit Satz III be- | 
wiesen ist. ; 

Satz IV ergibt sich unmittelbar daraus, daB die f und g im Integral- 
ausdruck fiir R entsprechenden Funktionen als Funktionen von x(s), 
y(s) stetige Ableitungen nach s nur haben, wenn x(s), y(s) stetige Ab- 
leitungen haben, also nur zwischen den ,,Unstetigkeitspunkten“ der - 
Berandung. Die ,,Unstetigkeitspunkte“ geben Beitrage zum Integral, 
da dort zwar die rechts- und linksseitigen Grenzwerte fiir die ent-. 
sprechenden Ableitungen existieren, aber verschiedene Werte haben. . 
Die Art der ,,Unstetigkeit’’ der Randkurve bestimmt dann das asympto- - 
tische Verhalten dieses Beitrages fiir @ — oo. 

Wenn der Punkt stationarer Phase erster Art elliptisch ist (D> 0), 
gilt explizit 


T= dD) Vit R+40(o-2E+ 008) (65) | 
: 1 
Vi= D> Axi Vs) QV tO (ay ae) (66) 
1=0 
wobel 
tw f(x; y a ee 
Aj(%i, Yi) = ee bay Mee T+ Vibes : 
: +Dk & = Te) Les 2—k ty 


7% 


1 —t , 1+1 
Joudie 5 ee ge acme tap 0 (67) | 
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ist. Dabei bedeuten: 


Min(n,k) 
n— k 2 ; 
Jena = pn wes fee feo cal ee ase (') ( pr (68) 
l= Max(0,k—n) ; 
| D 4 j 
x (2 a "(Fao foa) |’ foo : ( ) 
ko jk 
B\ (7— Rk 
lr = = ys (') { ; |grayat Ke (70) 


a=o £=3t—a 


(5. = 0) fir 3#>7) und es ist 


= m—1\ |[n 
nee j (") infos (71) 


3¢<j7+k<m+n—3, mS1. Die dazuanaloge Formel fiirn > 1 
erhalt man ee ei von m,n und 7, k auf der rechten Seite 
mem (71). Fs ist ferner .K,o=1, Kun =O fir m,n 40, Km, 49 
nur fir 3i< m+n, Kann =O ftr3i>m+tn. fej, bzw. faj-e% 
® bezeichnen 

a'f a’g 


ax* ayi bzw. 


a ax” ayi—* 
VG 


) Zur Durchfiihrung der Rechnung definieren wir fiir jeden Punkt 
| stationarer Phase erster Art %;, yj und fiir den Rand S(B) eine Neu- 
| tralisatorfunktion, z. B. fiir den Punkt stationarer Phase erster Art 
4, ¥; Ni(x, y), fir den Rand S(B) N,(x, y). 

/ Ni(x, y) sei beliebig oft stetig differenzierbar, ~ 0 nur in einem Ge- 
biet B; in der Umgebung von %;, yi; = 0 auBerhalb B; (Abb. 1) und 
-'es soll dafiir gelten 


noe 
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e+] — N(x, y)] 
ax? ayF 


X=%X; 


=0, 7,kB>0; Sia 


4 (72) 

N,(x, y) sei beliebig oft stetig differenzierbar, 0 nur in einem | 
Streifen B, entlang des Randes S(B), = 0 iiberall auBerhalb B, (Abb. 2): 
und es soll dafiir gelten 


so [1 N(x eV) hl eon Penne Ne so oe 
mn) ae On G29; ons see ; 12 | 
(73) 
(61) wird analog zum Integral (2) bei Satz II umgeformt: | 


[= [fe (x, y) ory) na [fo (x, y) g(x, y) eon) dxdy + 
ale (x, ¥) g(x, y) bolls) dx dy (74) 
+f fat (x, ¥) sf eS} (x, vy) —N,(x, » ells dx dy 


Die aes sind der Reihe nach V;, R, Jr (Ir Restterm) und sind 
wegen der Definition von N;, N, tiber B;, B,, B zu-erstrecken. Wir 
setzen fiir den Punkt x, y, 


N;(x, y) = w(r|ei); = Gone (75) 
wobei 
1 : 
7 — vi [foo(% — %i)® ++ 2 fay (% — x1) (y — ya) + fooly — vi) 7] (76) 


ist und w die durch (9) definierte Neutralisatorfunktion. 
Fir den Rand S(B) sei 


N(x, Vy) = @ (e ‘ > & = Cur (77) | 


Ey 
(C, C sind positive von w unabhangige Konstante), x,y sei das nattir-. 
liche aera der Randkurve x(s), v(s) im Punkte s (Abb. 3)} 
¥ = (x—-(s)) y"(s) — (y—y(s)) *'(s) 
y = (x— x(s)) x’(s) + (y—y(s)) y"(s) (78). 
Wir setzen speziell y = 0, ordnen also jedem Punkt P(x, y) in der 
Umgebung von S(B) in B den auf der gleichen Normale 7 liegenden 
Kurvenpunkt als Koordinatenursprung zu. Ersichtlich erfiillen (75), 
(77) die fiir die Neutralisatorfunktionen aufgestellten Bedingungen. 


Zur Abschatzung von Jr beniitzen wir die fiir jede zweimal stetig 
differenzierbare Funktion f(x, y) giiltige Identitat 


| a at | : | 
A etsy) — E = a et%Y) — [tw dA f—w(V f)?] eos (79) 


—= a waitin cman = 
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oder anders geschrieben 
A eile, ») 


eels, ») — TodfootV Ay (80) 


‘Der Nenner von (80) verschwindet offensichtlich nur dann, wenn 


leichzeitig (V 7)? = 0 und Af = 0 ist, also nur, wenn in den Punkten 
stationdrer Phase erster Art Af = 0 ist. Fir einen elliptischen oder 
parabolischen Flachenpunkt (D > 0) ist das unméglich. Fiir einen 
hyperbolischen Flachenpunkt kann der Nenner von (80) héchstens wie 


-Heine Potenz der Abstande x — x;, y— y; verschwinden. (Es kénnen 


auch in diesem Fall die bendtigten Grenzwerte definiert werden, wie sich 
aus dem Folgenden ergibt.) 
Wir definieren ein Funktionensystem: 


1—2'Ni(x, y) —N,(x, y) 


Ae yh es, 9) ee, j—@?(V fp)? 
bd A Hx(x, y) 
~ twAf—w? (Vf)? 


Nach den Voraussetzungen iiber f und g sind die Hx(x, y) in 
B—2B;— B, sicher zweimal stetig differenzierbar, da die Funk- 


Hx+1 (%, ¥) K>0 


t 
s}tionen und ihre Ableitungen dort immer existieren. Ebenso ist in B; 


H,(x, y) zweimal stetig differenzierbar, da die Funktion und ihre Ab- 
leitungen in x;, y; durch Grenzwerte definiert werden kénnen (und 


w1—Ni(x, y) in x, yi starker verschwindet als jede Potenz der Ab- 


stande) also fiir D = 0 in x, y; stetig ist. 


g(x, y) (I—Ni(x, 9)) 
twA f—w?(V f)? 


Dies gilt wegen (72) auch fiir alle Ableitungen, so daB Hx(x, y) in B; 
imit EinschluB des Randes und des Punktes %, y; definiert und dort 
“'zweimal stetig differenzierbar ist. Dies kann in gleicher Weise fir B, 
fee werden, so daB die Hx(x, y) also in ganz B mit EinschluB des 
-+Randes zweimal stetig differenzierbar sind. 

Wir wenden den GrEENschen Integralsatz fiir zweimal stetig differen- 
‘zierbare Funktionen u,v an: 


ou a 
I wae—eamacdy= (nin —2 5) (83) 

Be ff du—m) cetensy = | [ Hd ev aedy = 

> ; J," 

eit pleat 

es . piu CE ea) 
-{ fan e ax ay + | [me e a 

B 


S(B) 


H)(x, y)| => 


Bi 


(82) 


ds (84) 
x(s) 
y(s) 
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Wenn man das Verfahren iteriert, wird 


it é 
tem | [ancetecess LH Hd os ds (85) 
“ 
In B, gilt: 
g(x, y) {1—N,(x, y)} | 
Hoa) aot PP | 
0H; (x, y) 


Hi; (x, Y) \xs) und x(s) setzen sich summativ aus Gliedern zu- 
y(s) y(s) | 
sammen, deren jedes einen Faktor der Gestalt 


2S aa 


dni ie | 
5 S(B) 
enthalt (0<7 << 22, bew.0<7< 22+ 1). Fir die Berandung S(B)) 
verschwinden nach (73) alle me ~Ausdracke und es gilt: 
Hi(x,y)| =o; BH%Y) Lo (87) 
S(B) |S(B) 


Damit fallen alle Linienintegrale in (85) weg und man erhalt: 


Jr= | fa Ax + &?%) dx dy (88). 
B 
Fir B; gilt mit der Abkirzung 
U(x, ¥) =twA f(x, y)—w? (V f(x, y i (89) 
Vi=0(e); Af=O0); T=0e4 Vig ler ; Al=O(e¥ 
(90) 


und wie man durch vollstindige Induktion zeigen kann, | 
Hx, y) = Ole 2#+ 4) = O(@—Be+ ais) (91). 
A Hx(x, v) = O(e2K+2) = O(m—2K+2)/3) 
also schlieBlich | 


| ii A Hx(x, y) el”) dx dy = O(w—2K+4)/3) (92 
« B; 


Analog erhalt man fiir B, /=O(e,—) und wie man wieder durch voll. 
standige Induktion zeigen kann 


Hx(x, y) = O(e 2K +4): A Hx(x, y) = O(e,2%+2) (93: 
also 


i [ A Hx(, y) +e») dx dy = O(a—K+) ¢,) = O(w—'K+8)I2) (9s 
BS | 
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a das Integral (88) erstreckt itiber B — 2'B; — B, mit w —> © sicher 
starker gegen Null geht als in B; oder B,, wird endlich: 


Je= [ {4 Hx(%, y) & dx dy = O(a -“@* + D8) (95) 
Mit den Abkiirzungen 
P(x, vy) = F(x, vi) = {a — Hi)® +2 fiy(% — x) (Y—%) + foely — yi)? 


h(x, y) = g(x, y) e (f(x, y) —P(%, ¥)] (96) 
geht V; iiber in 
= [| Ni(x, y) - h(x, y) et?” dx dy (97) 


Wir transformieren die pees Glieder in p(x, y) durch Drehung 
des Koordinatensystems auf Hauptachsen x, y > x,y, fihren eine 
Streckung durch x,y > &,7 und gehen zu Polarkoordinaten (7, 7) 
Wiiber. Die Gesamttransformation lautet, wie man nach einigen Um- 
rechnungen sieht 

x — xj = b,rcospcosa + byrsing sina 


y— vi = —b),rcospsina + byrsing cosa (98) 

wobei 
sin2a = all eee Pale fal 
eee BT oy 
— foo — feo : ! zo 1 fa 2 21% 
.o= [(foo—foo) 2 + 4 f1171% * 2? rae + font ((foo— foo)” + 4h)” 


ist, die JAcopische Determinante der Transformation x, y > 7, wird 


a(x, v) 27 
~——=7),:b = ; 
alr, ¢) ieee 2) 


I (100) 


Damit erhalt man 


wo f ( x; Ji) 
V;= Ze : wf x(r cos, rsing), y(r cos@, 7 sing)) + « (2 1) gst 
wy 


g=0 r=0 


-vdrdp (101) 


Wir setzen zur Abkiirzung h(r,q) =r -h(x(rcos g, rsing), y(rcos@, 7 sing) } 
(a= 


: und fiihren die Integration nach 7 wie bei (48) durch (a = 0, %q = 2, 


 f'@) = +2) 


ey 


ah aki tly 
Sai | PROT) (ee “pK, +1(7) ar 


r=0 y 
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setzen fiir h(v,~) ein und integrieren tiber py. Mit der Abkitirzung 


20 


ax\* [ay\** 
= - d 103) 
a 
0 
ergibt sich wegen 
= tal 
— rh g—1\ ath 
Al = 02 =| = Ds 7 ( eee 
71=0 CPA ay tis Nh bi | 
ax\ fay\ 
(*' (2: 1>0 (104) 
wenn man noch statt 7 7 +1, statt K, K,-+ 1 schreibt: 
Qn &; K, j 
= v Vv ] ah 
[ fr p) wv (“tn dy dp = a Gey (') Oa yi |, 
p=07r=0 j=0 k=0 ie 
27 &; 


gk +2p, r, 
Tien yj+2(0F) + es -pK,+2(7) drdp (105) 


p=0 r=0 
Das Restintegral wird abgeschatzt. Es ist 
ao ah 
px, +2(r) = O(a +); oT O(a!) ; 
pK) —O(@-(-S-UR) 7 > Kk, 1 (106) 


r ae j . v i —k 5 
oeth ye Liha GU) a 
OyKi +2 me q!\ Rk} \ or or (—£—T)l axis ayi—# x J 


j=K,+1 k=0 


Vy 
= O(e(*i+ 0/3) (107) 
daher | 
Qn €; 
(7 aki +24, ,M 
| ark oa “WK, +2(7) dr dp = O(w—*—*1!8) oo: 
00 


Wenn man noch (45) einsetzt (mit a=0, m= 2, f(a) = + 2) 
wird 


2m €- 
ost K, j 
eae iff af Nee] 7 ah 
h w |— ave ye ENGN ey het 
| | ae «(Zoo ara aa 4 »()) dak ayi—* | 
0 0 j=0 k= : 
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ir setzen P am +n eio(f—) 
naam ah | 


yj 


ie man durch vollstandige Induktion zeigen kann, gilt: 


on “se Ni AW te gnt+n—j—k+1(f__ 4) 
Peorsmio YS (7)()) Pa Gere |, 09 


j=0 k=0 


urch Einsetzen in (96) folgt: 


ah : 1—k 
ax® ayi—* ay -s5(i lie ka, jk * Pag (111) 
a=0 £= 
: 
‘m,n ISt ein Polynom in zm. Wir machen den Ansatz 
m+n 
Pw aad D> Km, n (7 c)* 
t=0 
obei wegen der Bedeutung der Py, » 
n-+n sem: ot t 
Pag D) 
t! ax” dy” 


Vy 


ist. aaa hat an der Stelle x;, y; eine dreifache Nullstelle, daher ist 


Pym,» héchstens vom Grade] "|; in zo, also gilt ;Ky»,, 40 nur fiir 


eet 8, gGha g— ), fir SP > mM —- 2, phon == 1, okkmn =O fir 
m,n = 0. Wir setzen in (110) ein. Dann wird 


1+1K. +41, SS; \(; ") fm—j +1, n—k (112) 


wobei 3¢<7 + Aan rae oder 


sie —— 4 = Hoe ) Ki bj, n—k (113) 


fmit 3i<j7tk<mt+n— 3, m > 1, baw. die dazu analoge F ormel, 
»|-wenn man auf der rechten Seite von (113) m,n und 7, k vertauscht. 
| (Fir n> 1 giiltig.) 

Damit wird 


wh hy a6 E (= R 7 
axt ayi*| ae: a | B J jp Sa a(t @) 
: is a=0 £=0 1=0 
: j 
| = (7 w)'r Uj. (114) 


ON ey 
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wobei 
bs, fo 
ili, =>’ Ze () ( B Lr—a jh «Hop (115) 
a=0 £=3t—a 
ist und jj, , = 0 fiir 3¢ > 7. Daraus folgt schlieBlich 
j 
aad (*i, Vi) 


ies j _,  PGi2+1) | 
re pe SZ Son ae Seep 


j=0 k=0 t=0 | 


Fie 0 op eis 
sae), SO, OG eee (116) 


Wir berechnen noch die GréBen Jn, x. Nach einigen Transformationen . 
erhalt man mit 


De |- Pei 
Tni)8|' SA FG pe a ee 


(foo toa) 2 


sing =| 


2 
oe r= Piles pt oq tere Bs ie [cos Q: cos"—*(@ —y) dy; (118) 4 
0 


Ausrechnen mit Hilfe des Residuensatzes (z = e’?, Integration iiber den 
Finheitskreis) ergibt: 


Jonti,k =9 
I= Min (n,k) 
Jen, k = pee fox"! aia '} : eae ef—k) (11 
l= Max(0, k—n) 
Wir ordnen nach Potenzen von w, setzen t— j/2 = —l; L=}K,. 
Dann wird 
L é 
cy D> Aix yi) Oo PTD) 4 O(~m—H/8-1) (120) 
1=0 
und 
Ai(%, Vi) = nc > ee Pt +141) devsy,e 


4D a er SD) SE Bee 
t=0 k=0 
Rod ae Brig Al 2 
* Jock “e °é : 

womit alles bewiesen ist. 
In 4; kommen alle Ableitungen von g bis zur 2/-ten Ordnung, von. 
/ bis zur 27 + 3-ten Ordnung vor. In H;, alle Ableitungen von g bis zur 
2 K-ten Ordnung, von f bis zur 2 K + 2-ten Ordnung. In (94) kommen 


(121) 
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aher die Ableitungen von g bis zur 2 K + 2-ten Ordnung, von / bis 

2K + 4-ten Ordnung vor, in V; die Ableitungen von g bis zur 
L-ten Ordnung, von / bis zur 2 L + 3-ten Ordnung. Wir setzen schlieB- 
ich noch K = L —1, dann wird: 


E 
ang pe ey Ai (xi, yi) O- "FY + O(w-2H8) + O (w—2E+ 8) 
i 1=0 
(122) 
Zur Berechnung der GréBe R hatte man etwa in folgender Weise vor- 
gehen. Man transformiert in 


R= Lf N,(x, y) g(x, y) fll) dx dy (123) 
mp2 : 


emaB (78) auf das Koordinatensystem %, y und setzt speziell y = 0, 
=n. Die zu (78) inversen Transformationen sind dann: 


% = x(s) + y"(s) 


y = y(s) —n x'(s) (124) 
ie Transformationsdeterminante lautet 
a(x, 9) _| y's) (5) +m y's) |_ 
Ree st ce yay ee apd?) 


k(s) Kriimmung der Randkurve). 
(123) erhalt dann, wenn man noch 


Aan: ha): m,5) =H(*(8), 919) + hy’ —he xm 


h(n, s) = g(x(m, 8), y(v, s)) ebata sh 90m 5)1—Pem 8 (126) 
setzt, die Gestalt 


0 
.— f | fe (4) h(n, s) evs) - (1 + k(s) +2) in| is= p R(s) ds 
Ey 


j (127) 
R(s) hat die Form von B {in (13)] und kann nach der Methode der 
‘stationdren Phase im R, (mit ™ = 1) ausgewertet werden. Durch ent- 
‘sprechendes Vertauschen der Bezeichnungen erhalten wir 
2(k+1) 


oat pa Cis) « e291) UF D + O(w—*-2) (128) 


sae 
‘| wobei C; (s) - ete), 19) die Stelle von B; in (58) einnimmt. Daraus 


7 


,;folgt weiter 


if 
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2(k+1) 


R= a7 f C; (s) cio). 1) ds + O(w-*-*) (129) 
j7=0 : 


Fiir die Auswertung von (129) haben wir nach Satz IV die Stellen 
stationarer Phase zweiter Art 


| 


= (130), 


d 
~ té(x(s), y(s))] 


und die Stellen, in denen C;(s) und /(x(s), y(s)) unstetige Ableitungen | 
bis zu einer bestimmten Ordnung haben, in denen also fiir irgendein m 
x™(s) oder y™)(s) unstetig ist (1 << m< M), aufzusuchen. Wenn fir 
einen Punkt stationdrer Phase zweiter Art 1; die Ordnung der ersten 
nicht verschwindenden Ableitung von /(x(s), y(s)) ist, ergeben die 
Integrale in (129) Reihenentwicklungen der Form w—?*)/"i, daher hat 


1 G+ 1)n,t 0+) 
Sia via + oe 7 
dann R Reihenentwicklungen der Form w ™ , also mit 


== pied 

m=j-n+1 w % m=0,1,2... Die explizite Auswer- 
tung von RF fiihrt zu sehr komplizierten Formeln und soll hier nichtt 
durchgefiihrt werden. 

Wenn der Punkt stationdrer Phase erster Art hyperbolisch ist, kann’ 
man die Berechnung in ahnlicher Weise durchfiihren, indem man etwa: 
p(x, y) (s. (96)) auf Hauptachsen transformiert. x, y > X, y, durch eine 
Streckung %,y > &,n p(x, ) auf die Form + (&?—~7?) bringt und: 
und als Neutralisatorfunktion 


é 

Nig) =o (4 £), rs Min) =o n) 5720 (18I)) 
einfiihrt, wobei w(x) durch (9) definiert ist und B; das Quadrati 
—ae gia; —aean<e bedeutet. Fiir die Integration nac 
€ und 7 kann man jedesmal die Methode der stationiren Phase an-! 
wenden (7% = 2, a=0). Die weitere Berechnung und die Ergebnisse 
sind sehr ahnlich dem Falle D> 0. 

Der Fall eines parabolischen Flachenpunktes ergibt mathematische 
Schwierigkeiten, da man hier in p(x, y) auch die Glieder dritter Ordnung 
mitnehmen muB. 

Es soll noch der Fall betrachtet werden, daB ein Punkt stationirer 
Phase erster Art xi, y; auf S(B) liegt (Punkt stationdrer Phase dritter 
Art) und D> 0 ist. : | 

Wir grenzen in %;, y; ein Gebiet B, ab und denken uns das Integra 
iiber B — B, nach den bisher entwickelten Methoden ausgewertet. Das 
Integral tiber B, formen wir in folgender Weise um: 
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| g(x, y) tl) dx dy = | if g(x, vy) Ni (x, y) Nr(x, y) col) dx dy + 
B, 


By 


+ [ fs y) eons) {1 — N,(x, y)} dx dy + 
Jy 


+. [ fs y) etl ¥) N,(x, y) (1—Ni(x, y)) dx dy (132) 
ye: 


obei N;(x, y) und N,(x, y) durch (75), (77) gegeben sind. Die einzelnen 
ntegrale werden der Reihe nach mit V; + R, Jr, Jro bezeichnet. 
Das Integral V; + R ist tiber das in 
bb. 3 schraffiert gezeichnete Gebiet B;,, 
u erstrecken. Dieses ist das gemeinsame 
biet von B; und B, (auBerhalb B;, 
erschwindet der Neutralisator Ni(x, y) - 
§- N,(x, y)). Die Integration wird analog 
u (97) ff. durchgefiihrt. Die Integration 
ach y ergibt Beitrage der unteren und 
beren Grenze (O und 7(q)) , die Integration 
ach g daher schlieBlich Beitrage vom 
unkte ry = 0 (P;) (Beitrag V;) und der 
egrenzung von §;, (Beitrag Rk). Von 
en einzelnen Teilstiicken der Begrenzung 
bis 5 verschwindet der Beitrag 3 wegen Abb. 3 
73), die Beitrage 2 und 4 wegen (72). 
a B;, so klein gewahlt werden kann, daB auf den Wegstiicken 1 und 5 
kein Punkt stationdrer Phase zweiter Art liegt, ergeben die Integrale 
iiber diese Wegstiicke nur Beitrage der Punkte P,, P, und des 
‘Punktes P;. Das Integral Jz, kann in tiblicher Weise nach oben abge- 
maiz werden. jp, ergibt nur Beitrage der Punkte P,, P,, Ps, P,, 
die sich gegen die entsprechenden Beitrage von R fiir B, (P,, P.), bzw. 
von FR fiir B — B, (P;, Py) wegheben. P; selbst gibt zum Integral Jr 
keinen Beitrag, da fiir P; 1 — Ni(x, y) verschwindet (und zwar starker 
vals jede Potenz der Abstande x — x;, y— yj). Wir erhalten daher nur 
en Beitrag V; und den Beitrag des Punktes P; zu R. 
_ Damit ergibt sich folgendes Berechnungsschema. Zur Berechnung 
ides Beitrages eines Punktes stationaérer Phase dritter Art geht man 
analog wie bei der Berechnung des Beitrages eines Punktes stationarer 
Phase erster Art vor, nur daB bei der Integration tiber y nur derjenige 
\Bereich zu umfassen ist, der zu B gehort und fiigt noch den Beitrag 
uhinzu, den P; ergeben wiirde, wenn er als Punkt stationarer Phase 
jzweiter Art betrachtet wird. 
| Die Uberlegungen sind natiirlich von der Bedingung D> 0 fiir P; unab- 
hangig und konnen in gleicher Weise durchgefiihrt werden, wenn ein Punkt 
stationdrer Phase erster Art an einer Unstetigkeitsstelle von S(B) liegt. 


{/ 


<i 
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Wir fiihren die Berechnung fiir V; aus. Nach (96) ff. wird 


Qitn &; 
vim ff elon mi 9) Nea, 9)eeten dedy = 


p=%, 1=9 
GQitm &; 
mee 
De 


eit (*;, ¥i) | [ rixe cosy, 7 sing), y(r cosp, 7 sing) | - 


P=, »=0 


O73) (2-2 var ag leo 2 0 (133) | 


das analog zu (116) 


giv (*i, %4) yy r+) 
Tas Spay cles (i) TG +2) 


4=0 k=0 #=0 


= Lisi+}) ist 


“Hj, a(Y) ° @ é 6? Olen) fey = Oa 


ergibt, wobei 
ee , a a 
Hj, x(P1) = (2) @ dy (135) - 


ist. Durch Anwendung der Transformation (98) erhalt man nach einigen , 
Umrechnungen und einer Drehung des Koordinatensystems um — } ! 


71 


Hy, eG) = [272 jon fan? eee | | cos*(p + @,) cos’—*(p + Gq) a 


0 


Dabei bedeuten 


ais 1 
tg%,= + ;|D|# (f11 + fos te 2) | 
| loo = 9 (137) ) 


tg = + (f11 + foo ctg 8) 


mal 
Dy 
B bezeichnet den Winkel, den die Tangente an S(B) in P,(x;, y;) mit der! 
x-Achse einschlieBt. Wenn man noch nach Potenzen von w ordnet, 
g=1+2t; L=K, setzt, erhalt man schlieBlich: 
ie } 
Vi= >) Ai(xi, yi) o— Y2+Y 4 O(c 1/6) (138) 


1=0 
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L U4 
ee St yt Pj2+t+1) 
Ai(xi, ¥») = ,[D iy = = lit 24% Tk iio 


Him(142t+2) int 
2 pee 


» Hy +24, & (GY) € (139) 


obei die Jj, wieder durch (115) definiert sind. 
Der Verfasser ist Herrn Prof. Dr. E. HLAwKA, Wien, fiir wertvolle 
athematische Ratschlage zu Dank verpflichtet. 
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Summary 


The authors extend some results of HEINEMAN [4] for the drag on a convex 
body of some particular shape in the regime of free molecule flow, assuming various 
laws of reflection. In particular, special attention is paid to the collisions of the 
molecules reflected from the surface, an item which presents great difficulties of 
both physical and mathematical nature. 


Introduction 


With the continuous increase in altitude of flight of modern air vehicle, , 
there arises the fundamental problem of providing an adequate mathe- 
matical description of the phenomena occurring at those high altitudes 
and high velocities of flight, i. e., furnishing the differential, integral, or 
integral-differential systems enabling one to calculate the velocity and 
temperature distributions around the moving body. The ultimate goal 
from the standpoint of practical applications is usually to find the drag 
of the moving body and the heat transfer. The first item allows one tb: 
verify whether the available power is adequate enough to propell thes 
air vehicle; the second item, being perhaps from a technological stand-- 
point more important than the first, allows one to verify whether thes 
material from which the air vehicle is constructed can resist the action: 
of the heating involved in such a high speed motion. 

As is well known, above a certain degree of rarefaction of the gas: 
medium in which the air vehicle in question is moving, both the mechanics 
of continuum and the kinetic theory of gases are not adequate enought 
to describe the phenomena in the regime in question. In the region of 
ordinary gas dynamics where L a~! <1, L = mean free path, a = 
a characteristic dimension of the object), attempts to solve the Navier- 
Stokes differential equations of motion (or EULER’s equation wher: 


1 At present Assistant Engineer A, Weapons Systems Analysis Group, Northroy 
Aircraft Inc., Hawthorne, California, U.S.A. | 
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iscosity is neglected) subject to the appropriate boundary conditions 
ave met with some success in the domains of linearized equations, 
upersonic regime, etc. The enormous amount of tests performed in 
hat regime allows one to obtain almost all the information required 
practical purposes. In the region where L a~! <1, = 1, various 
ttempts have been made to apply the kinetic theory of gases to the 
olution of the problem in the regime where the collisions between 
olecules play an important role. Finally, when La!> 1, the 
free molecule’’ regime prevails in which the old Newtonian hypothesis 
adjusted i. e., collisions between the molecules of the gas may be 
eglected as compared with those with the object. For this case, 
PSTEIN {2] has obtained the drag on a sphere at very low Mach numbers, 
AHM [16] that on a plate, and TsIEN [15], on an element of surface at 
Mach numbers. Several other interesting investigations in that 
espect are listed in the Bibliography. HEINEMAN [4] derived general 
ormulas for the drag on a convex body of any shape in the region of 
ree molecule flow, assuming various laws of reflection. He also made 
attempt to take into account the collisions of the reflected molecules 
o as to obtain a better approximation to the region where “‘a”’ is not 
ntirely negligible compared to L. It is the purpose of the present note 
o extend some results of HEINEMAN. 


1. Fundamental Equations 
1.1. The Reflection of Molecules From Surfaces 


In the following, a brief discussion of some of the physical principles 
nderlying the free molecule flow theory is given [4]. 

The momentum transmitted to the object each second depends 

yartly on the way in which the molecules are reflected at the surface. 
m the basis of experiments, some hypotheses were created concerning 
‘he types of reflection which can occur depending on the state and na- 
cure of the surface, the kind of gas, the density of the impinging stream 
tind the respective temperatures of the gas and surface. 
In specular reflection, the component of the molecular velocity 
tangent to the surface remains unchanged, but the component 
‘normal to the surface reverses its sign. In the diffuse case, the molecules 
‘dire reflected from the surface in an absolutely random way, all traces of 
‘heir past history having been lost; they obey a cosine law similar to 
‘chat of a surface emitting radiant energy. The energy exchange can be 
jexpressed by means of an accommodation coefficient a, first introduced 
‘}>y VON SMOLUCHOWSKI and KNUDSEN and defined as: 


— 


I a = (Ti— T,) (Ti— T.), 


‘where 7; is the temperature of the incident stream, 7, that of the 
‘+eflected stream, and 7, that of a MAXWELLian distribution of reflected 
molecules which is in equilibrium with the surface. Finally, in the case 
of condensation and re-emission, the molecules condense on the surface 


3* 
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for a time t after which they are re-emitted in a random way. If 7 is 
of the order of the time of impact, temperature equilibrium with the 
surface will not be reached and this case should properly be regarded 
as one of diffuse reflection. In true condensation and re-emission, the; 
number of molecules emitted by the surface each second is not necessaril 
equal to the number that hit the surface each second. In the following, 
only the cases of specular and diffuse reflection are considered. 


1.2. Fundamental Formulas 


Let dS’, and dS" denote an element of area situated on the front 
side and on the back, respectively, of a convex body of any shape: 
The x-axis is taken in the direction of the outward normal to dS’, the 
y- and z-axis being situated in the plane tangent to dS’. The (x y)-plane 
can always be taken parallel to the direction of the incoming velocity’ 


vector V which makes an angle 0 with the x-axis. The molecules of a 
constant mass m possess the velocity components between u and wu + du: 
v and v+ dv, and w and w + dw, in x, y, z-directions, respectively: 
the symbol f (uv w; x yz) denotes the velocity distribution functior 
near the body. The expression for the total momentum per second D;! 
of the impinging molecules, derived by HEINEMAN [4] is given in the 
Appendix; similarly, the expressions for the momentum per second exer 
ted by the reflected molecules D}”, D in cases of specular and diffuse 
reflection, respectively, [4], are given in the Appendix. The symbol: 
denote: 

A exp (—/, c*) — the distribution of reflected molecules; 

h, =m (2 K T,)—1; T,-absolute temperature of the reflected stream 
which can be determined from the magnitude of a; 
K-BOLTZMANN constant = 1,37 x 10—16 erg per degree; c? = u? + v2 4 w* 
The magnitudes of A; and Ap, if the body is a perfect thermal conductom 
are given in the Appendix. The total drag is: 


D2D,seDe (1.2.0) 


2. First Approximation to the Drag 
2.1. HEINEMAN’s Results 


In the first approximation considered by HEINEMAN [4], the effect: 
of intermolecular collisions are neglected, at infinity the distribution 
function is assumed to be MAXWELLian and the molecules are monatomic 
Hence, at infinity, the distribution function /, being MAxweEttian, ha’ 
the form: 


f= {") = N (ha—)8? exp {—h [(u + V cos 6)? + (v + V sin 6)? + w?]] 
(2.1.1 
the symbol N denoting the number density. At the boundary, /=/() + f® 


where /) is the distribution function of the reflected stream. In. 
straight forward manner HEINEMAN applies formulas (1) through (& 
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calulate the drag of the following bodies for two cases (specular and 
iffuse reflection): (i) flat plate perpendicular to the free stream; 
i) sphere; (iii) cylinder when the free stream velocity is perpendicular 
the principal axis of the cylinder; (iv) right circular cone when the 
ee stream velocity is parallel to the axis of the cone; (v) prolate 
ipsoid when the free stream velocity is parallel to the major axis of 
e ellipsoid. 


2.2. Authors’ Results for Paraboloid of Revolution 


Equations (1), (2), (3) in Appendix jointly with eq. (2.1.1) are applied 
calculate the drag of paraboloid of revolution with its axis parallel 
the free stream velocity. 
he curvilinear coordinates 
e used to describe the 
araboloid of revolution. 
rom [14a] the equations 
f the family of paraboloids 
f revolution in these co- 
rdinates (see Fig. 1 and 


= £7. *”” (2.2.1b) 


ig. 1 shows the curves 
== const. in the {x’, y’}- 
rdinate system; and 
2—=const.: this is an 


erivative of the first Fig. 1. Coordinate Systems 

quation (2.2.la) with 

aspect to x’ for £2 = const. Denoting by dy'/dx’ = tana, the slope 
f the curve € = const., inserting the first equation (2.2.la) back into 
he result of differentiation, furnishes the expression: 


Ei) ga i eed (2.2.2) 
‘ith the use of the second equation (2.2.1b) this reduces to: 
: Cine fas, (2.2.3) 


“rom Fig. 2 it is seen that: 


tana = $91 = tan (4x0) = ete n=é&tand. (2.2.4) 
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Inserting this value into eqs. (2.2.1b) furnishes: . 
y’ = & tan 0. (2.2.5) 


x! = 5 £8 (tan?9—1); 


y' 


F> CONSTANT 


N+ Constant 


Fig. 2. Coordinate Systems 


The element of the arc of a curve is given as dA = [I + (dy’/dx')?]}? dx’ 
Inserting eq. (2.2.3) and the differential dx’ = & (tan 0) (sec? 6) dO fo. 


Fig. 3. Element of an Area 


£? — const. obtained from eq. (2.2.5), into the expression for dA, giv) 


the result: 
(2.2, 


dA = &* sec? 6 dé. 


) 
' 
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From Fig 3 it is seen that the element of an area dS can be expressed 
aS =rdAdp=y'dAdy. Using eqs. (2.2.5) and (2.2.6) and inte- 
ting over m from 0 to 2a furnishes the result: 

8 


[as = 2% ef (ean 0) (sec? 6) dé, (2.2.7) 
0 


e magnitude of the angle 6) depending upon the size of the part of 
e paraboid of revolution in question. Considering the drag D; due to 
he front surface only, with dS’ = dS, i. e., neglecting the part of the 
ag due to dS’, using formula (1) in Appendix, eqs. (2.1.1), (2.2.7), 
d the integrals collected in Appendix, and integrating eq. (1) succes- 
ively over w,v, and u, furnishes the formula for D; (5a) given in Appendix. 


a) Specular Reflection and the Total Drag 


Using eq. (2) in Appendix, eq. (2.1.1), integrating successively with 
espect to w,v and uw and neglecting the drag due to dS”, furnishes the 
xpression for DP, eq. (5c) in Appendix. .With h= m(2K T)-) 
= mR, R =the universal gas constant, y = cp ae GQ? = RE, 


1 
=the velocity of sound, M = V a~, f exp (— z?) dz = S mule ert 2, 
0 


ith the use of eqs. (1.2.1) and (2.2.7) the total drag is equal to: 


. 


bo| = 


i 1 \12 
D=—2mNat? h— & fie) M tan 6 sec 6 exp |— 
ie 


-y M? cos? | + — a? tan 6 (y M? + sec? 6) (1 + erf z) an (2.2.8) 


bole 


Expressing the drag in the usual form: 


D=5eV*Sen; Gam; (2.2.9) 


with S denoting the frontal area equal to a y’* =a &* tan? ), one can 
sasily calculate the value of the drag coefficient: 


‘ 1/2 
ép = 8 (y M?2x1? tan 0,)—* ie) M tan @ sec 0: 
0 


*exp (i> M? cost} + 5ni2 tan 0 (y M2 + sec? 6) (1 + erf sao. 
(2.2.10) 


i 

| 

Applying Simpson’s numerical integration method, eq. (2.2.10) has 
been plotted on Fig. 4 for 6) = 80° 12’ = 1,4 radians. 


| 
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b) Diffuse Reflection and the Total Drag 
Using eq. (3) in Appendix, and the values of A; and A», calculated 
in [4] and given in Appendix (eqs. 5d, 5e), neglecting dS’, and integral 
successively over w,v, and 4, furnishes the value of po , given in 
Appendix (5g). With D=D; + D” and with the previously given 
expression for the drag coefficient, its value is given by the formula: 


9% 


1 \7P 
Cn ata? Oyk = ie tan 0 sec? 0 (57) (M;701/?)—1 sec 6 + 
0 


‘ it 
+ ytanaty [exp(— peat cost) +-btan seco] + 
1 \2 : : 
een ((by} a,cos6) ip tM; sec Oy Nie = 


4 gpl 5) ite (2 9) dé. (2.2. 1m) 


Using numerical integration the diagram of eq. (2.2.11) for 0) = 14 
radians is shown in Fig. 4. 


3. Second Approximation to the Drag. 
3.1. HEINEMAN’s Results 


In the first approximation, the assumption is made that the reflectec 
molecules are, on the average, so distant from the object before colliding 
with other molecules, that the effect of these collisions on the velocity 
distribution function in the neighborhood of the object is not appreciable 
HEINEMAN [4] calculates the next approximation by taking into accoun: 
those molecules that collide once in the gas after reflection from th 
body. Let D®) be the drag if collisions are neglected, D®, the part o 
the drag if one collision is taken into account, D™”), if m collisions ar 


oO 
taken into account. The total drag D = X D“, The gas is assumed té 
+1=0 
be monatomic and to consist of hard, spherical atoms of diameter o [4) 
The boundary conditions on the distribution function at infinity are 


f= N dt db Oe: —0, where 6%, aan 3.1.1 
Ov 009 00; fs) = where Bea, (3.1. 
The Perit N denotes the number density. Now D® = DQ + Dy 


where DY and py are the respective increases in the Rte i. to thi 
f® and (™ ae that collide once in the gas. HEINEMAN [4 
calculated the D@ for the case of a plate at very high Mach numbé 
moving in a direction normal to its plane. The reflection at the plat 
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s assumed to be specular. In the approximation considered by HEINEMAN 
4], the collisions occur solely between /™) and /*) distributions. The 


nalysis involves fundamen- 


ally the calculation of the 
Duruse Reriection 


umber of reflected molecules 
hat hit the plate each second __,, 
fter one collision in the gas. 
Then, knowing the momentum 
of each of these molecules, the 9 
drag can be obtained [4]. The , 
yeneral scheme of the reflection 
of a molecule is presented in ¢ 
Fig. 5. 6 
The final result obtained 
oy HEINEMAN [4] is: 
D® — —0 222m N2oc2a2V2- *# 
- {a — 20 [xp —a? (4xy)41— 53 
—0,2a]}. (3.1.2) 
Below, the authors generalize 
he results by HEINEMAN to ’ 
he case of a flat plate in- o 
lined to the incoming stream. 


Since this development is 
F Fig. 4. Coefficient of Drag for Paraboloid of Revolution 
along the same line as that in Highly Rarefied Gases 


~~ ~~ Specucne REFLECTION 


Le 


17-—[1AcH Norte R 


x 


Fig. 5. Reflection of a Molecule 


\ given by Herneman [4], the equation (3.1.2) represents a particular 
_case of the more general problem presented by the authors. 


iia sea 5 


42 M. Z. v. KrzywosBLocki and G. SHINOSAKI: 
{ 


3.2. Fundamental Physical Concepts of Flow in Highly} 
Rarefied Gases 


The fundamental concepts of flow in highly rarefied gases can k 4 
found in any textbook on kinetic theory of gases. To begin with, assume 
a system of two molecules, one incoming with the velocity V; and 
another molecule reflected specularly from the plate with a velocity 
V, inclined at an angle @ to the normal of the plate which is fixed with i 
- respect to a Cartesian coordinate system located in the space. For the 
purpose of analysis, it is convenient to replace the above system of 
two moving molecules by a system in which the incoming molecule is; 
assumed to be fixed in space and the reflected molecule moves with 
the resultant velocity Vr. From Fig. 6 one has: 
V2,.= V2 + V? —2V;V, cos (180° — 2 6) = V; + V7 + 2V;V,cos2 6 
(3.2.1) ) 


x, 


Incorane ore CULE 


Fig. 6. Reflection of a Molecule 


But since the reflection of the molecules from the surface of the plate: 
is assumed specular: 


LALA ae ee et (3.2.2)) 
Since 1 + cos 0 = 2 cos? (6/2), eq. (3.2.2) can be written in the form: 
Vip = 4V2 cos? 0: Vee 2V cos, (3.2.@) 


This resultant velocity is in the,direction normal to the plate; for the: 
proof of this see Appendix 1. Using the kinematic system consisting of| 
the inclined plate and the resultant velocity Vr, the mean free path: 
length Lim) can be derived. Let @ = collision rate; V = average speed | 
of a molecule. Then in a period of time “‘¢’, a molecule would move a 
distance Vt. But this distance is broken up by 6 ¢ collisions into free’ 
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aths of average length Li). Therefore, V t = t 0. Lim or Lim) = V 0-1, 
ut@=NSYV', (9a, p. 104], where the symbols used Sa N= 
olecular Hates density; S = mutual collision cross section; V’ = 
elocity at which the molecules approach each other. For the particular 
ase of interest one has: V’ = 2V cos6, V = V, S =ao7?; therefore: 
Loan = (2.0722 N cos 6)—1, (3.2.4) 
hich reduces to that one used by HEINEMAN [4] for 6 = 0. The solid 
gle scattering coefficient G (6) is given in [9a, p. 119] as G (0) = } 0”. 
ow, let N be the density of the /) (incoming) molecules, and L(y) 
he mean free path of an /'*%) molecule in the /(”) distribution. Using 
he exponential distribution assumed by HEINEMAN [4], the density of 
he /®) molecules at a distance x9, from the plate is: 
density = N [exp (— x, Lan)] cos 9. (3.2.5) 


or the derivation of this formula see Appendix 2 


3.3. Calculation of Dr 


The number of collisions per second resulting in an /(*) molecule 
ing scattered into a solid angle d2 at an angle ® with the direction 
of the resultant velocity is: 


= ih 
N {N [exp (— x9, Lan) ] cos 0} te | (2 V cos 0) dQ dxq1 dVq3 423; 
(3.3.1) 
su o2 V cos? 6 [exp (— %»1 Lan) ] dQ dx, 4V51 4%, (3.3.1) 
From Fig. 6 one has: 
AY 1 429, = 01 4001 Aon 


and 
dQ = (0,71 do, dy,) cos (180° — ®) = — 9, r,° cos® do, dy; 
but cos® =— %,71_, and 
| Ste [x01 + 01 5 001 — 2 091 01 COS (Hy —$)]"”. (3.3.2) 


| Since the molecules are assumed to be perfectly elastic, the velocity of 
the /(®) molecules along %», after they collide with the incoming molecules 
is 2 V cos 0; the component of this velocity along 7, is obviously 
/2V cos 0 cos ®. Now D¥ can be calculated by multiplying the expression 
' (3.3.1a) by the mass of a molecule “‘m’’ by 2 V cos @ cos @ and by an 
| absorption factor. As the gas is in a steady state, the number of molecules 
) hitting the plate each second is equal to expression (3.3.la) multiplied 
by an exponential absorption factor exp (— 7, Lr, 0: where Lr, m is 

the mean free path of the molecule in the /(™”) 8 {®) distributions [4]. 
; But since both Ly and Ly, r are often very much larger than the radius 
_ of the plate “‘a’’, and since most of the molecules that strike the object 
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will in all probability collide again at distances %q which are nue 
smaller then either Ly or Ly, r, the exponential terms can be assumed | 
to be equal to unity for those cases. Therefore inserting all the above } 
expressions (3.3.2), etc., into the expression (3.3.la) furnishes the > 


equation for D® : i A Qn 4 
DY =—mN?o? V2 cos? f dos f dom | ay (3.3.49 
6 0 é | 
Qn (co) 


; 2 a 2 a 
; | ano | a xO1 01 or [%01 + 01 + Gor — 2 Oo 01 COS (Y — Fox) 
0 0 
Obviously, Dy is in the direction normal to the plate. Here, the momen- 
tum per second exerted by the specularly reflected molecules has been | 
taken into account. The particular steps of the integration must be | 
solved. The integration over %», can be represented as: 


ica) 


‘cS [ b x01 (x01 + @) 2 dxqy; (3.3.4) 
; 
with: 

b= 01 On: (3.3.44) 
a@ = 01 + G01 — 2 Om 01 COS (1 — You)» (3.3.4b) 

with the result: 

1 

i= 4% ae (3.3.5) 


Following the HEINEMAN technique [4], as only the difference (~,—q@o) 
occurs in the formula, the coordinate axes may be rotated so that qo, 
for example, becomes equal toz. Then the denominator in the integrand 
becomes [(0; + 091)? —4 @, Qo, ‘sin? (:~,/2) }#* with 1 —cos p, = 2sin? (y,/2), 
Integrating over @p, furnishes the expression: 
1 ; es | —24 ; 1/2 

to 9 | Gor Or (Gor + 01) * [1—4 001 @1 (G01 + @1)—* Sin? ($/2)] 4? dp, 

0 (3.3.6) 

: 1 : ; 
With a = aoe and I, == +++ [+++sin* q]—12 da, the integral in a # 
0 

an elliptic integral of the first kind: 


(l— K*sin? a)—¥2 do =a} 1 4 : ie is pate "Key pels (3.3.7) 
2 t 2-4 , oO. 


0 
for k2< 1, where: 


K*=4 091 01 (Qo, + 03) 7S 1. (3.3.7a) 
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y the first term of the expansion (3.3.7) is used, which gives the 
xpression : 


I; = [ Oo1 01 (O01 + 01) * 4001, (3.3.8) 


hich can be integrated by elementary method. The integration over 0, 
indicated in equations (6) to (12) in the Appendix. The final result is: 


DY = — mz N2o2 V2cos3 6 . a’ (1 —]n 2), (3.3.9) 


DY’ = — 0,20456 mz? a3 N20? V2cos? 0. (3.3.9a) 


SA edleularvonm .OF DY 


Now, the drag exerted by the /™) molecules with which the /(®) 
olecules have collided has to be taken into account. This is also given 
y expression (3.3.9a). Hence, the increase in drag is this expression 
rom which is subtracted the drag which these /() molecules would 
ave exerted had they not collided [4]. This latter term is the expression 
3.3.la) multiplied by m V cos 6, the momentum of an incoming molecule, 
nd integrating as done previously. The result is: 


— 0,40913 mz? a? N2 o2 V2 cos? 6, (3.4.1) 
nd the partial increase in drag is then: 
Dy + 0,40913 mz? a3 N22 V2 cos? 6. (3.4.2) 


n addition to the drag components mentioned above, one must also 
ake into account the partial drag that would have been exerted by 
hose /!”) molecules that were prevented from reaching the plate after 
ne collision. This term is: 

m N? a? V2 cos? 6 (M, + M,), (3.4.3) 
‘where: 
xy 


m= fa 2 fw | dO. fe [QorexP (—%o1Lm)]; (3.4.8a) 


M,= ftom f do, fi fanf AX * Xo1 O1" 


“ Oon [X01 + 01 + Go1—2 04 204008 (Fr Fo)” (8.4.3) 
The symbol xy denotes the distance travelled by the molecules in one 
‘second. The first integral M, is the drag that would have been exerted by 
those /™) molecules that are scattered into a solid angle 47 after one 
collision and which are situated in the cylinder having the plate as base 
and xy as height [4]. The second integral M, has a similar meaning for 
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those molecules that are scattered into the solid angle subtended by the : 
pee [4]. Now, the first integral furnishes the expression: 


M, = 427 a? Ly [1— exp (47 Ly JI (3.4.4) 
008 Using the series expansion 
sal Sy | L] in eq. (3.4.4): 


NACA Tenrarive ATMOSPHERIC 1 
Vaue Ar | 584x/0 Fr + 
N= 1.4/0" Particles exp Dig 1 se 1! x —- 
X, 3.83 x10? Fr/ SEC : 
a 2x10 °C 
hy (274KIO? Fr j 


| + ope 


4 A 


0o7 


Q06 


(3.4.5) 


and retaining only the firstt 
two terms, furnishes the 
result: 


M, = 427 a* xy. (3.4.6) 


0.05 


204 


© 


0.03 The integration of the second ] 
term M, was performed with 
an extreme accuracy due to 
the reason given below. The 
various steps of integration 
are given in Appendix (18) _ 
o (21). The result is: 


002 


ao 


16 1 
0 M, =—— 2% at xy — 
0 10 20 30 40 50 60 70° 80 0 9 
O-~DEGREE 
jae. 8) 2°) : Dae 
Fig. 7. Contribution of the Second Approximation to the 0,81826 7 4 
Drag of a Flat Plate in Highly Rarefied Gases (3 4 7) 1 


Inserting eqs. (3.4.6) and (3.4.7) into eq. (3.4.3) furnishes the result: 
4m N?o2 V2 cos? 02? a2 (x a oe — 0,20457 e) (3.4.8): 
Now subtract expression (3.4.8) from expression (3.4.2) to get D® 


D") = — 0,222 m N2 6? a? V2 cos al ie—2 a+ 


9 


For 6 = 0, eqs. (3.4.8) and (3.4.9) differ considerably from the corre-) 
sponding eqs. (24) and (25) in [4] and eq. (3. 1.2) above which would! 
imply that there are some misprints in [4]. It is interesting to note that! 
the second approximation to the drag no longer depends on the Machi. 
number, but on the angle of inclination of the plate to the incoming) 


4 
+ 20 (xy —— a® xp * 020457 a (3.4.9)) 
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eam, on the diameter of the plate and on the properties of the molecule. 
ig. 7 presents the drag coefficient calculated from eqs. (2.2.9), (3.4.9) 
ra round flat plate; only the term free from the radius of the plate 
considered. 


Appendix 


0 co oe) 
v=—m| fas’ | tu { ao [ au-u(ucosd + osin0)-Fu + 
‘ =) og) 03 
ca co oo 
+ Vcos0, v + vsinduis.r.d— [ase f au { ao fao-utucoso-+ 
0 Se =o 


4+ usin 6)-f(u+ V cos 0,v + Vsin 0, w; x, y, 2) }; (1): 


| Sap Sue 
p= —m| {as | in| to [ do-u(ueosd +0sint)-ft—Veosd,0-4 
l 0 —o —090 
0 ee) ioe) 
st sint.wis.r.— fas” fan fav fon (wcos0 + osin6)-f(u— 
—o ———10 6 ——09) 


—Vcos6,v + Vsin 6, w; x, y, z) }; (2): 


a oO ee) 
De = — mt fas [au fa f aoa, -u (ucos §+ vsin 8) exp (— h,c?) — 
a 
~fef mf feces -u (ucos § + vsin 8) exp ( in (3) 
——o) 


ao 


wo ioe) 
a, { a | ivf dsw cexp (hye) = -fof wf dw:u-f(u 
g =), 


0 —n —on 
+ Vcos6,v + Vsin 0, w; %, y, 2); (4) 
fo6) ee) a 
pa fom fo [ew nn -— fof ferwenes 
| 29) ——|0,0} 5 


-_ V cos, Ou = Vsin 0, w; 4, Vy, 2)5 (5): 
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iV 
Dij=—mN ame [as {o a 5 V-cos 0: exp (—h V?- cos? 0) + — 


z 
We! 
+ pl2 (P= eo 6+ ‘) (ta =f: foo (— 3?) i) + V(2h)—'- ; 
: E 


z 


1 
- sin? of exp (—h V2 cos? 6) + 2 V At cos @ (ine #2 [ ex (— 3?) is} (5a) | 
0 


z2 = h V2 cos? 4@; (5b) 


1 
pe) =—mN (ha—)l2 | as’ = : coso-|4 V - cos 8+ exp (—z?) + 


4 


0 
ins 1 
+h—Ve2 (! + h V2 cos? 0) (ta + [ exp (— 3°) as}|- (¢) 


4 


1 
— V-sin?@- (2h)—! Jew (— 22) + 2412 V-cos@- (1 + [ex (— 3?) i) 


Aj=a— 32 Nj he { (2 hy} U2 V cos 6 + h-? exp (—h; V2 cos? 6) + 
V cos 0 
+ 2V-cos@: | exp (— h; u?) du; (5a 
0 
Ay =n—82N hie h {— (x h-}) 1/2 V cos 6 + ia exp (—h;: 


V cos 0 

- V2 cos? 6) + 2 Vsco80 | exp (— h; u?) du; (5e¢ 
0 
h; = m(2 K T;)—} (incoming) ; h, = m (2 K T,)—} (reflected) ; (5fi 
99 
(a 1 : i, ay 1/2 
Did) = — 5 N (hj hy) V2 a | wil2 ae: M, tan @ sec 0+ 
0 
1 2 1 

-| 1 + erf md M; cos 0 | tan § + sec? 6. o0(—5 y costo ae 
(58 
2 2 | 
Jee —ebine + op + ebinender= t+ byte (@ 


0 
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a 
a 
=f ondunte (7) 
} 0 
a 

ate 2 3] 1 | ; 
2= | @1 Ino,de,= e1 Esk G ; (8) 

e 0 

0 


ication of L’Hospital rule gives: 


3 3 (oe) 
01 1n 9, = Ing, (gy -)~1 = — ; (9) 
oe) 
lim 9, + 0 21 [(—3 es) =; (10) 
L, = — a lna—— a3; (11) 
5 . te n 1 a is 
3 =A a? + : boss sigh na; (12) 


tegration with respect to %, furnishes: 
2 
=p 4 Bee; K=— 01 Ou: 


2 2 
b? = 91 + 001 — 2 @1 Gor ©OS (G1 — Por) ; (13) 
) The second integral (13) is: 


a a 2a 22 
d d d Ade* oe - cos (Y, — ox) 72/2? = 
201 Q1 Pi Poi * @1 Cor (C1 + C01 * Cor C1 1S Poi 
0 0 0 0 


= — 0,81826 7? a3; 
5) The integration of the first integral (13) with respect to g, after a rotation 
to %, = gives 27; 


6) With a = 49,, the integral over a is an elliptical integral; preserving only 
e first term in the expansion furnishes: 


47? [om oa 21 G01 [t+ (01 + Qo)2}- 12; 


7) Integrating (16) with respect to @, furnishes: 


a a 


2 vee es 
a { fe [xy + (a+ Oo1) 2) 4? dog, — fe (xy + 001]? dog,— feo ter 
0 0 


0 


a 


—1 Vea trae —1 : 
+ Qn) ¥v )40o, + [oes sinh—! (Qy) *y den 
0 
Acta Physica Austriaca. Bd. X/1—2 4 
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(18) The first integral in (17) furnishes: 


1 ieee —1 2 
We (x7, + 442)'2 + ri Gaye 4q2)1l2 sry 42 sinh—1 (2a xy )—— wy (ap + 


co] 


1 1 Bs, 
st a)jt2 oe Sie (47+ a2)U2 4 5 axe sinh— (a xy 1). 


(19) The second integral in (17) furnishes: 


1 1 
sey at) + a (ay + at — = ay; 


(20) The third integral in (17) furnishes: 
2 = 4 2 ; 
ae sinh—! (24 #y a = a? (x2, + 4q2)H2 4 5 Pe aes 4 q?)1V/2__ 


1 _ 11 Dae 
see cal sinh! (a7 ") 4 Tt (xy a2)42 ‘ ay (ay + 4a2)12 — 


Lt es 5 2 ae ee a eee yf See ee ee 
— 5 4 #ysinh (2a xy tne Acey ay (a 4 ie 


“4 


(21) The fourth integral in (17) furnishes: 


1 aS, 1 a og 2 
so sinh} (a *y Ss) oar a® (a® + xp)ue aL a de ts a?) 1/2 = xe 


(22) Apply the binomial theorem to all square roots in (18) to (21) and retain onl 
the first two terms in each expansion, then (17) becomes: 


=I 
rata; 
9 


(23) Insert (14) and (22) into (18); 
16 = 
peas xy —0,81826 72 a3. 
List of Integrals 


ive) 


| exp (—/A x?) dx = (m@h—)12, 


| exp [—h (#+ b)?] dx = (wm h—-1)12; 


| 4 EXP [—h (a Se b)?] ax = + (mw h—-1)12p; 
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i) 


1 
[- exp [—h (x + b)2] dx = h- t bexp (—Ab?) + pr—12 (: + in) : 


[ros [—h (x + b)?] dx = — (2h)—1 {exp (— hb) + 20 Al2- 


or 
Zz 


l 1/2 
EE + feoena | 
0 
i? @) 


—1/2 
1 
[ vex [—h (x —b)?] dx = h—1 ie bexp (—z?) +h : = ia) : 


foe) 


[vex [—h (x —b)?] dx = (2 iy fox (— 2?) + 2pp12. 
0 


[ exp (— p #?) dx = (4p) (np) V2. 


0 


._ppendix 1. 
Proof of the perpendicularity of the resultant velocity. 
Given: AB||CDE, <ABN =<NBF, DE = EF, NB | BG. 
Proof: <ABF =<DEH = 20: ... <DEF = 180° — <DEH = 180° — 26, 
“EDF + <EFD = 180° — (180° — <DEH) = 29. 
jut <EDF = <EFD. Since ED = EF forms an isosceles triangle :... < EDF = <EFD = @. 
ince AB = CE and <CDI = <ABN = 8, line IDFG | BG. 
.ppendix 2. 


’roof of we Xlly cos 8. 
Let N be the molecular density in the volume AV for the case of the plate perpendicular to V. Then the 


; pnae —X, 
ensity of the reflected molecules at adistance %», from the plate is given by HEINEMAN as Ne olay F 


4* 
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Now take the case of the incoming velocity inclined at an angle @ to the normal of the plate. Using th 
same area A on the plate, the volume, from solid geometry, is AV cos 6. The effective molecular density} 
acting on the area A of the inclined plate is reduced by the ratio AV cos 6/AV = cos @. Therefore, [ 


molecular density of the reflected molecules at a distance X,, from the plate is i 
N oe ulE y cos 0. 
A = area on the plate. V = molecular velocity. 


Vv 
| A 
A 
fa) VcosO 
77 : 
A 
App. 1. Proof of Perpendicularity App. 2. Reflection 


Bibliography 


[1] H. Asuiey, Applications of the theory of free molecule flow to Aeronautics! 
J. Aer. Sci. 16, 2, 95—104, Feb. 1949. 
[2] P. S. Epstern, On the Resistance Experienced by Spheres in Their Motior 
Through Gases. Physical Review, 23, p. 710, 1924. 
[3] G. GrimmInGcER, E. P. WILLIAMs and G. B. W. Youne, Lift on Inclines} 
Bodies of Revolution in Hypersonic Flow. J. Aer. Sci. 17, 11, 675—690, Nov. 1950) 
[4] M. Heineman, Theory of Drag in Highly Rarefied Gases. Comm. Appl 
Math. NYU, 1, 3, 259—273, Sept. 1948. 
[5] H. R. Ivey, B. E. KLUNKER and E. M. Bowen, A method for determinin(| 
the Aerodynamic Characteristics of Two and Three Dimensional Shapes ai 
Hypersonic Speeds. NACA, TN 1613, July, 1948. | 

[6] H. R. Ivey and R. R. Morrissetre, An Approximate Determination of thi 
Lift of Slender Cylindrical Bodies and Wing Body Combinations at Very High Supet 
sonic Speeds. NACA, TN 1740, Oct. 1948. 
[7] G. Jarré, Zur Methodik der kinetischen Gastheorie, Ann. Physik, Ser. al 
6, 195—252, 1930. 
[8] E. D. Kanr, Drag Forces on Spheres in Low Density Supersonic Ga} 
Flow. Univ. Calif. Rep. HE—150—65, Febr. 15, 1950. | 
[9] J. B. Kerier, On the Solution of the Boltzmann Equation for Rarefie 
Gases. Comm. Appl. Math. NYU, 1, 3, 275—285, Sept. 1948. | 
[9a] E. H. Kennarp, Kinetic Theory of Gases. McGraw-Hill Book Cas} 
New York, 1938. 


On Drag of Some Bodies in Free Molecule Flow 53 


[10] E. SANGER, 1. Gaskinetik sehr hoher Fluggeschwindigkeiten. Deutsche 
uftfahrtforschung, Forschungsbericht Nr. 972, 1938; also: NACA, TM 1270, 1950. 
Gaskinetik sehr groBer Flughéhen. Schweiz. Arch. Angew. Techn. 16, 43—63, 
50. 

fll] E. SANGER, and I. Brept, Uber einen Raketenantrieb fiir Fernbomber. 
utsche Luftfahrtforschung, Untersuch. und Mitteil. 3538, 141—-173, Berlin 1944. 
{12] J. R. STALDER and D. JuKorr, Heat Transfer to Bodies Travelling at High 
din the Upper Atmosphere. NACA, TN 1682, 1948 and NACA, Rep. 944, 1949. 
[13] J. R. StaLrpDER, G. Goopwin and M. O. CREAGER, A comparison of 
eory and experiment for high speed free molecule flow. NACA, TN 2244, 1950. 

{14] J. R. StaLtpeER and V. J. ZuricK, Theoretical Aerodynamic Characteristics 
Bodies in a Free Molecule Flow Field. NACA, TN 2423, July 1931. 

{i4a} J. A. Srratron, Electromagnetic Theory. McGraw-Hill Book Co., 
ew York, 1938. 

[15] H. S. Tsten, Superaerodynamics, Mechanics of Rarefied Gases. J. Aer. 
1. 13, 12, 653—664, Dec. 1946. 

[16] A. F. Zan, Superaerodynamics. J. Franklin Jnst. 217. 153—166, 1934. 


Die Plasma-Kenngréfen einer Quecksilber-Niederdruck- 
Entladung mit mehreren Elektronengruppen 
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Mit 14 Abbildungen / 


_(Eingelangt am 10. Médrz 1955) 


Zusammenfassung 


Die vollstandige Auswertung von Charakteristiken, die mit kleinen Plansondenj 
in einer Quecksilber-Niederdruck-Entladung bei Anodenspannungen von 30 bisi 
150 Volt, Anodenstr6men von 25 bis 350 mA und Quecksilber-Temperaturen vom 
— 20° bis + 34° C erhalten wiirden, ergab, daB in allen Teilen des Entladungs 
gefaBes auBer der Gruppe der Primarelektronen zwei Elektronengruppen mi 
Maxwe ttscher Geschwindigkeitsverteilung vorhanden sind. In den meisten Fallen 
war eine Korrespondenz der Verhaltnisse im Anoden-Kathoden-Raum de 
zylindrischen Versuchsanordnung mit denen in den AuBenbezirken der Enladungi 
festzustellen. Die Abhangigkeit der Plasmakenngr68en von den Entladungs+ 
parametern wird diskutiert. | 


Kinleitung 

Schon in alteren Untersuchungen LANGMuIRs (1), (2) wurde darauti 
hingewiesen, da in Gliihkathoden-Niederdruck-Entladungen meist 
mehrere Elektronengruppen mit MAxwettischer Geschwindigkeitsver 
teilung vorhanden sind, deren Trennung bei speziellen Versuchsbe~ 
dingungen durch die Verwendung extrem groBer Plansonden gelang: 
Vom Verfasser wurde neuerdings (5) gezeigt, da8 durch eine kritische 
Aufnahme und Auswertung von Charakteristiken mit kleinen Plan- 
und Zylindersonden die Trennung der Elektronengruppen immer gelingt' 
Um den Verlauf der PlasmakenngrdBen sowohl im Anoden-Kathoden+ 
raum als auch in den Randbezirken der Entladung in Abhangigkeit von 
Anodenspannung, Anodenstrom und Gasdruck festzustellen, wurder 
zahlreiche Sondencharakteristiken mit drei kleinen Plansonden auf) 
genommen. Da es sich nur um eine allgemeine Orientierung und Er} 
probung der neuen Auswertemethode handeln sollte, wurde trotz de: 
etwas schwer zu tibersehenden Feldverteilung eine zylindrische Elek 
trodenanordnung fiir die Entladung verwendet. 
Es zeigte sich, daB die Sondencharakteristiken in allen Fallen vollig 
gedeutet werden kénnen. Die von J. LANGMuIR mitgeteilten Ergebnisss 
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eziiglich der schnellen Elektronengruppe wurden nur teilweise be- 
atigt; mdglicherweise sind die Unterschiede in den Ergebnissen auf 

starken Stromentzug durch die von LANGMUIR verwendeten groBen 
onden und die damit verbundene Stérung der Entladung zuriick- 


Versuchsanordnung 


Fiir die Untersuchungen wurde das schon in einer friitheren Arbeit 
ahnte EntladungsgefaB verwendet (Abb. 1). Der untere kugel- 
rmige Teil mit dem Quecksilbervorrat war in einem Temperaturbad, 
m verschiedenen Druck im EntladungsgefaB 
ustellen. In der Mitte des GefaéBes befand 
ch der an beiden Enden offene Anoden- 
linder A aus Eisen und in dessen Achse 
er Wolfram-Gliihdraht AK (0,02 cm Durch- 
esser, 4,5 cm Lange). Anode und Kathode 
aren mittels angeschweiBter Eisendrahte Z 
d Kupplungstiicken an Einschmelzungen 
Glasteller G befestigt. Die luftdichte Ver- 
indung dieses Tellers mit dem Entladungs- 
f48 wurde durch einen Callitring C und zwei 
unaringe hergestellt. Als Dichtungsfett 
iente Apiezon. 
Die Plansonden waren aus Nickel und 
atten einen Durchmesser von 0,2 cm und 
ine Hohe von 0,03 cm. Sie waren folgender- 4 
aBen im EntladungsgefaB angebracht: die ; ity is 4 
onde S, war mit der Auffangflache parallel ee ee 
ur Langsachse des GefaBes an einer Ein- 
chmelzung im unteren Teil befestigt; die mittlere Sonde S, war mit 
ach unten gerichteter Auffangflache in halber Hohe des Anoden- 
ylinders in der Mitte zwischen Anode und Kathode angebracht; die 
re Sonde S, befand sich mit nach unten gerichteter Auffangflache 
1 der Langsachse des GefaBes in der Héhe des Absaugstutzens. Der 
ibstand der Sonden 1 und 3 von Sonde 2 war annahernd gleich groB. 
Es wurde die bei Sondenmessungen tibliche Schaltung verwendet}, 
“ie jedoch insoferne erweitert wurde, als gleichzeitig mit zwei Sonden, 
‘ie sich auf demselben Potential befanden, gemessen werden konnte, 
ind zwar so, daB jede Sonde ihr eigenes Amperemeter und beide ein 
emeinsames Voltmeter hatten. Bezugselektrode war bei allen Messungen 
tie Anode. Als Anodenspannung diente eine Akkumulatorenbatterie 
‘on 150 Volt und fiir die Sondenspannung ein Gleichrichtergerat mit 
aximal 200 Volt. Der Heizstrom betrug bei neuen Gliihdrahten 5,1 A. 
Mit den Sondenmessungen wurde erst begonnen, nachdem das Ent- 
adungsgefaB ausgeheizt war. Die Sondencharakteristik, die von nega- 


f 1 R. SEELIGER, Physik der Gasentladungen, 1934. 
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tiven Spannungen beginnend punktweise aufgenommen wurde, wobe 
die am starksten negative Spannung etwa 10 Minuten eingeschaltet 
blieb, wurde gleichzeitig mit zwei Sonden aufgenommen. Es wurde 
entweder mit Sonde 1 und 2 oder 2 und 3 zugleich gemessen ; auf diese 
Art konnte festgestellt werden, ob bei den Messungen mit den Sonde > 
1 und 3 dieselben Entladungseigenschaften vorhanden waren. Dies ist 
im Hinblick auf den durchzufiihrenden Vergleich von Wichtigkeit 
Die Angaben der Sat/ 

tigungsdampfdrucke des 

il i Se in Abhangig« 
keit von der Temperatur 
erfolgten auf Grund dex 


KouLRAUSCH, Praktischa 
Physik, vgl. Abb.2 KurveK * 
die Werte aus den Gasent: 
ladungstabellen von KNOLL] 
OLLENDORFF-RoMPE 1935) 
sind zum Vergleich al. 
Kurve G_ eingezeichnety 
Abb. 2. Der Sattigungsdampfdruck des Quecksilbers Das EntladungsgefaB bliek 
wahrend der Messungen am 

der Diffusionspumpe; daher wird die Gasdichte in der Umgebung de¢ 
Absaugstutzens durch die Kiihlwassertemperatur der Diffusionspump« 
mitbestimmt. Uberdies wird die Gasdichte auch durch die Temperatut 
des Gliihdrahtes beeinflu8t und daher herrscht im Entladungsgefaiil 
ein Dichtegefalle. 


Tig 
Cale pg 
“G0 “2B 10 a OE 


Allgemeine Bemerkungen tiber den Aufbau des Plasmas | 

Die Auswertung der Sondencharakteristiken fiir Anodenspannunger 
von 30 bis 150 Volt, fiir Anodenstréme von 25 bis 350 mA und fii] 
Quecksilbertemperaturen von — 20 bis + 34° C zeigte, daB in aller) 
Teilen des EntladungsgefaéBes drei Arten von Elektronen vorhander| 
sind: die mehr oder weniger aus ihrer Richtung abgelenkten, aber nui] 
sehr wenig gebremsten Primarelektronen und zwei Gruppen von Eleki 
tronen mit MAXxwettverteilung der Geschwindigkeiten mit verschie 
dener mittlerer Geschwindigkeit. Diese Gruppen sollen als schnell! 
und langsame Gruppe unterschieden werden. 

Uber das Zustandekommen dieser beiden Gruppen kann man sic 
folgendes vereinfachtes Bild machen: Die schnelle Gruppe — ihr? 
Mitglieder sollen die ¢, heiBen, ihre mittlere Energie E ,, ihre Dichte N, 
entsteht aus den Gliihelektronen, die durch mehrere Anregungs- und 
Ionisierungsst6Be einen groBen Teil ihrer Energie eingebiiBt haber) 
Bei den Tonisierungsst6Ben der Glithelektronen werden aus den Queckt 
silberatomen langsame Elektronen befreit, aus denen sich ein grobeé 
Teil der langsamen Gruppe aufbaut. Ein Teil der Elektronen diese 
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ppe entsteht aber sicher auch durch Umwandlung der schnellen 
ektronen ¢, infolge von unelastischen (anregenden) StéBen in lang- 
ame, ferner dadurch, daB angeregte Atome teils durch StoB mit den 
eien Elektronen und teils durch den Photoeffekt ionisiert werden. 
Mie Mitglieder der langsamen Gruppe sollen die ¢, heiSen, ihre Energie 
», ihre Dichte N,. 


Die Abhdngigkeit der PlasmakenngriéBen von den Entladungspara- 
etern an verschiedenen Stellen des EntladungsgefaBes. 

Die erhaltenen Sondencharakteristiken, die unter méglichster Ver- 
eidung von Stérungen aufgenommen wurden, konnten nach dem 
iirzlich mitgeteilten Verfahren (5) véllig ausgewertet werden. Da die 
stromaufnahme der Sonden sehr klein war, wurde durch sie keine 
esentliche BeeinfluBung des Plasmas hervorgerufen und man kann 
aher die MeBergebnisse als recht verlaBlich bezeichnen. Um einen 
equemen Vergleich der drei untersuchten Entladungsteile zu ermédg- 
chen, wurden die Kurven tiber die Abhangigkeit je einer der gemessenen 
lasmakenngréBen (Plasmapotential U,, Energien FE, und F,, Dichten 
; und N,) von den Entladungsparametern, Anodenspannung U4, 
snodenstrom J,, Druck #, fiir die drei verschiedenen Sonden zusammen- 
estellt. 
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bb. 3. I, = 200mA, ty = 22°C, O= 12°C Abb 4. U,=70 V, trp = 22°C, 'H,O = 12C 


|! In den Abbildungen 3 bis 5 sind die Abhdngigketten des Plasma- 
votentials Up von Uy, I, und pf dargestellt; die Werte fiir die auBeren 
ssonden S, und S, ergeben die mit 1, 3 bezeichneten Kurven, die Kurven 2 
velten fiir die mittlere Sonde S,. Man erkennt, daB sich die Sonden S, 
and S, trotz des im Entladungsraum vorhandenen Dichtegefalles an 
‘5tellen gleichen Potentials befinden, das um etwa 4 Volt kleiner ist als 
das bei Sonde 2 im Anoden-Kathodenraum. Man kann daraus und aus 
Jem Resultat, daB sich U» auch bei einseitiger Anderung des Dichte- 
vefalles — hervorgerufen durch die verschieden starke Erhitzung des 


4 
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Glithdrahtes und durch Anderung der Temperatur des Quecksilber+ 
vorrates — in allen Teilen gleichmaBig andert, schhieBen, daB die Poten- 
tialverteilung nur von den geometrischen Verhaltnissen abhangt. Dal 
sich die GefaBwande auf das ziemlich stark negative Potential eines: 
isolierten Kérpers aufladen, war eine Abnahme des Up» in den AuBen-> 
bezirken zu erwarten. Aus der Gleichheit der Up-Werte bei den auBeren) 
Sonden ist zu erkennen, daB die Orientierung der Sondenauffang- 
flachen belanglos ist. 

Es sind offenbar ver 

Volt + Up schiedene Plasmen 
schwachen und _ starken 
Entladungsstromen —_ vor- 
handen; denn erst voni 
ungefahr 100 mA an er 
gibt sich der oben erwahnte 
Unterschied von 4 Volt+ 
Ferner kann man aus de 
Verlauf der Kurven er 
sehen, daB das Plasmapo~ 
tential fiir hohe Werte von 
Uz, Ig und p vermutlich 
Grenzwerten zustrebt. 
Das steile Umbiegen’ 
der Kurven in Abbildung & 
. | 2. bei 0,4 mTorr legt did 
2 J # m/or Nermutung nahe, daB sich’ 
Abb. 5. U,=70V, I,=200mA, ty 9 = 12°C erst bei diesem Druck) 
ein zur Bildung’ dee 
Plasmas besonders giinstiger StoBmechanismus ausbildet, der jedoch! 
nur durch eine gewisse Erhéhung der Beschleunigungsspannung J) 
die durch U, + Up, bestimmt wird, ausgeniitzt werden kann. Auch} 
dem Maximum von U» in Abb. 3 bei der Anodenspannung von etwa/ 
60 Volt wird man eine ahnliche Ursache zuschreiben kénnen: Beé} 
diesem U, wird die verstairkte Ionisierung, die sich in einer starkeni} 
Zunahme der Leuchtintensitaét des Plasmas auBert, zusatzlich durehl} 
die Erhohung der Energie der Primarelektronen infolge der Zunahme| 
von U» bewirkt. In beiden Fallen entspricht diesem Maximum, wie die 
Messungen ergaben, jeweils auch eines der Dichte der €, und €,; das} 
scheint die geduBerte Vermutung zu bestatigen. a 
Eine Ubersicht iiber die MeBresultate fiir die mittlere Energie Ey 
der schnellen Elektronen in Abhangigkeit von U,, Za und p geben di 
Abb. 6 bis 8. Es ist zu erkennen, daB ein enger Zusammenhang zwischer 
dem Entladungszentrum (Kurve 2) und seinen Randbezirken (Kurve I 
und 3) besteht; denn der Kurvenverlauf ist im groBen und ganzen be? 
allen Sonden gleichartig. Der in Abb. 6 auftretende Sprung in Kurve 2) 
diirfte auf Storungen zurtickzuftihren sein, die im Laufe der Messunger! 
nur im Anoden-Kathodenraum auftraten. Da sich in den Kurven 


7 


ern dort entstehen, 
h. aber, daB die Primar- 
ektronen dorthin gestreut 
erden (durch elastische 
d unelastische StdBe) 
d durch ihre Ionisierungs- 
6Be die ¢, dort erzeugen. 
iese Annahme = erklart 
ch, warum E£, in den 
andbezirken kleiner ist 
im Zentrum: Die Pri- 
arelektronen kommen in 
en Randbezirken mit ge- 
gerer Energie an und 
aher haben auch die durch 
e erzeugten ¢, eine klei- 
ere Energie. Abb. 7 laBt 
kennen, daB £, in den 
andbezirken unabhangig 
om Anodenstrom J, ist, 
ahrend im Zentrum eine 
leichmaBige Zunahme von 
mit J, beobachtet 


ehmenden Erhitzung des 
sliihdrahtes, wodurch die 
yasdichte im Anodenzylin- 
er trotz gleichbleibender 
Quecksilbertemperatur 

ufend sinkt; hiedurch 
wird die freie Weglange 
ler €, vergroBert und die 
6glichkeit der Energie- 
ibgabe durch unelastische 
5t6Be herabgesetzt. Es ist 
ysesonders bemerkenswert, 
aB die bei der Anoden- 
spannung von 80 Volt, dem 
Maximum der [onisierungs- 
‘unktion des Quecksilbers, 
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3 kein Sprung zeigt, kann man folgern, daB die ¢, nicht durch 
iffusion aus dem Zentrum der Entladung in die Randbezirke gelangen, 


GV \ £7 
20 |- eee | 
vA 
Ve ee 
I ae 
eee 
tos f) 
10 tf eran eee 
|e nee 
Ne ae: ~ 
hs 
i 
/ 
U. 
{ee ee ! 
50 00 750 Vol? 


Abb. 6. 1, = 200mA, tyg = 22°C, ty, 9 = 12°C 
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uftretende gréBte Leuchtintensitat der Entladung nicht an einem 
Minimum von E£, (vgl. die Kurven von Abb. 6) sichtbar wird. 

Diese Ergebnisse sind nicht in Ubereinstimmung mit denen von 
LaNGMurrR, der £, annahernd proportional der Energie der Primar- 


60 W. H. SCHNEIDER: 


elektronen und unabhangig vom Gasdruck fand; doch wird wohl, wie 
schon in der Einleitung vermutet, bei LANGMUIR der Aufbau des Plasmas. 
durch den starken Stromentzug seiner groBen Sonde gestort. Der Ver- 
gleich mit der Arbeit von Boyn (4) ergibt eine gewisse Ubereinstimmung. 

Boyp weist nur auf die 


DATs Anwesenheit der schnellen 
can its a Elektronengruppe hin und 
z aie ee eee, bestimmt £, nicht. Doch 

f an laBt es sich aus seinen 
, ,£-Kurven“  grob_ ab- 
Uy schatzen. Ein direkter Ver- 

7, 700 G0 Vole?  leich mit den Messungen 


von SMITH und Mitarbei- 
tern (3) ist wegen der volli 
eV IE anderen Entladungsbedin- 
oe , : gungen nicht modglich. Es 
: ist jedoch interessant, bei: 
diesen Autoren betont zu 

finden, daB die schnelle 

Gruppe der Elektronen 

nur unterhalb eines gewis-: 

sen Gasdruckes nachzu-- 

weisen ist; dieser wurde je-* 

doch in den eigenen Unter-’ 

Je suchungen bei weitem nicht. 
700 200 700 mA erreicht. 
Die MeBresultate betref-' 
fend die Energie E , der lang-’ 
samen Elektronen sind int 
den Abb. 9 bis 11 wieder-* 
gegeben. Es zeigte  sichi 
ebenfalls ein analoger Ver-" 
lauf zwischen Anoden-Ka-; 
thodenraum und den Rand-. 
bezirken. Nur bei kleinenr 
Drucken ist die Energie Ey, 


Abb. 9. I,=200mA, tyy = 22°C, ty 9 = 22°C 


Abb. 10. U,=70V, tyg = 22°C, ty, g = 12°C 


im Entladungszentrumy 

7+ niedriger als in den Rand~ 
bezirken, sonst ist es um-~) 

7 : 3s — 4mior  ekehrt. Bemerkenswert isti 

Abb. 11. U,=70V, Z,=200mA, tz 9 = 12°C die Tatsache (vgl. Abb. 10),| 


daB bei niedrigen Anoden+ 
stromen unterhalb 100 mA die E,-Werte im ganzen Entladungsgefa 
wesentlich kleiner als bei héheren Anodenstrémen sind. Es laBt sic 
folgern, daB zwei verschiedene Plasmen, die ihre Entstehung ver-) 
schiedenen Sto&mechanismen verdanken, oberhalb und unterhal 
100 mA vorhanden sind. Es ist nicht leicht, dafiir eine sichere 
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rklaérung zu geben. Die Energie der ¢,, die ja zum gréBten Teil durch | 
ne Art Sekundaremission der Quecksilberatome entstehen, sollte 
gentlich nur von der Gasdichte abhangen — daher sind die £,-Werte 
ir die einzelnen Sonden bei verschiedenen Drucken (vgl. Abb. 11, die 
ir den Anodenstrom 200 mA gilt) im allgemeinen auch etwas verschieden 

d es ist bezeichnend, daB bei 0,7 m Torr, wo die Temperatur des Queck- 
Ibervorrates und des Kiihlwassers der Diffusionspumpe gleich hoch 
nd, das Dichtegefalle im EntladungsgefaB also den kleinsten Wert 
at, die Kurven sich tiberschneiden. Die ¢, biiBen durch Anregungs- 
6Be Energie ein und nur wenn im Plasma bei geniigend hoher Trager- 


nchte starke Mikrofelder vorhanden sind, kénnen diese Energieverluste 
‘fieder durch Beschleunigung in den Mikrofeldern kompensiert werden. 


| 
| 


as kénnte die Ursache dafiir sein, daB bei kleinen Tragerdichten 
terhalb 100 mA ein stark vermindertes E, gemessen wird. 
Aus den MeBergebnissen betreffend die Dichten N, und N, der 


thnellen und langsamen Elektronen sollen die Tabellen 1 bis 3 heraus- 


egriffen werden. 


Tabelle 1. Elektronendichten bei verschiedenen Anodenstromen. 
U,z= 70 Volt, tag = 22 °C. Mittlere Sonde. 
Ug ) N, N, 
in mA in 109/cm? in 10%/cm? Wal 
25 0,032 G55 203 
50 / 0,065 9,0 138 
100 | 0,188 Si) 72 
150 0,36 20,1 56 
200 0,51 27 51 
350 0,79 63 80 
Tabelle 2. Elektvonendichten bei verschiedenen Drucken. 
U,z= 70 Volt, Ig = 200mA. Mitilere Sonde. 
t N N, 
5 oe | ; 4 | - ts 3 4 Jom N»/N, 
ami °C in mTorr | in 10°/cm in 10°/cm 
34 4,0 0,65 76 118 
28 2,6 0,66 ag viye: 
22 155 (0,68) (34) (50) 
12,5 0,7 0,69 | 18 26 
— 16,5 0,05 0,43 3,4 8 


Tabelle 1 zeigt, daB beide Dichten bei konstanter Anodenspannung 
J, und konstantem Druck # mit zunehmendem Anodenstrom J, wachsen. 
‘fabelle 2 zeigt den Einflu8 des Druckes: Die Dichte N, der ¢, wird 
durch Druckaénderungen nur wenig geadndert, wahrend die Dichte NV, 
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der e, dem Druck proportional steigt. Aus Tabelle 3 1aBt sich erkennen 
daB N, im Zentrum der Entladung nur etwa doppelt so groB als in de 
Randbezirken ist, daB aber N, im Zentrum etwa den 10-fachen Wert hat 


Tabelle 3. Elektyvonendichten an verschiedenen Stellen dey Entladung. 
I, = 200 mA, Uz = 70 Volt, tug = 22°C 


Zentrum 
Oberer Rand 
Unterer Rand 


Um diese Ergebnisse zu verstehen, mu man in Betracht ziehent 
daB im Gleichgewichtszustand Erzeugung und Vernichtung der ver 
schiedenen Elektronensorten sich das Gleichgewicht halten miissen 


Nor 
Nj 
700 


in 10°®/cm? 


0,53 27 51 
0,20 2,1 10,6 
0,28 3,3 12 
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Abb. 12. I, = 200mA, ty = 22°C, ty 9 = 12°C 
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Abb. 13. Ug=70V, tyg=22°C, ty 9 = 12°C 


proportional, denn sowohl die Zahl der ¢,, die zugleich mit den €, ent} 
stehen, als auch die Zahl derjenigen ¢,, die durch Umwandlung der ¢| 
infolge von unelastischen StéBen und durch den Photoeffekt gebilde 


Ny 
in 109/cm? 


oe 


N3/Ny 


Die Erzeugung der ¢, ist 
dem Glihelektronenstrom: 
der gleich 7, ist, und im 
erster Naherung auch dem 
Druck proportional, deni 
die Zahl der unelastischer 
St6Be der Primarelektroner 
nimmt mit dem Druck zur 
Fiir die Vernichtung der ¢¢ 
diirfte ihre Umwandlung 
in €, durch unelastische 
(anregende) St6Be, dere 
Zahl ebenfalls dem Druck 
proportional angenommer 
werden kann, von aus 
schlaggebender Bedeutung 
sein. Die Abwanderung an 
die Wande scheint dami: 
verglichen nur eine geringe 
Rolle zu_ spielen. Daher 
muB N, annahernd unabt 


die Beobachtungen  aucl) 
wirklich zeigen. Die Er 
zeugung der &€, ist ebenfalll 
dem J, und dem Druck 
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erden, ist dem Druck proportional anzunehmen. Die Vernichtung der 
mu8 proportional ihrer Dichte N, und unabhangig vom Druck sein, 
enn nur dann ergibt sich die Dichte N, als proportional zu J, und #, 
ie beobachtet. Als Ursache einer Vernichtung der ¢, mit den ange- 
-benen GesetzmaBigkeiten scheint nur der Vorgang der Diffusion in 
etracht zu kommen. Es ist dann auch verstandlich, daB Nim Zentrum 
viel gréBer als in den Randbezirken ist, weil in diesen das fiir die 
iffusion maBgebliche Gefalle der Dichte N, sicher bedeutend gréBer ist. 
Die Messungen ergaben ferner, daB die Dichten N, und N, bis zu 
a = 60 Volt gleichmaBig zu- und dann wieder verschieden stark — und 
-war N, schwacher als N, — abnehmen, um bei gréBeren U,-Werten 
trenzwerten zuzustreben. Das bei Uz = 80 Volt liegende Maximum 
2r Ionisierungsfunktion macht sich in einem Maximum des Primar- 
viektronenstroms bemerkbar und die hiebei auftretende starkste Leucht- 
epscheinung ist nicht mit Extremwerten von N, und N, verbunden. 
er fiir das maximale Leuchten in Betracht zu ziehende StoBmechanis- 
us verursacht also im wesentlichen zahlreiche Anregungsvorgange 
htbarer Bogenlinien ohne 
esonders starke [onisie- 
ing des Quecksilberdamp- 
. Vielleicht kann man 
araus schlieBen, daB auch 
OBe zweiter Art eine 
Mesentliche Rolle spielen. 
Eine gute Ubersicht 
“ber den Dichteverlauf in 
bhangigkeit von J, und p 
winnt man, wenn man 
as Verhaltnis N./N, bil- 
et und dessen Anderung 
mtersucht. Vgl. die Abb. 12 
His 14. Der enge Zusam- 
thenhang zwischen dem 
» Anoden-Kathodenraum 
d den Randbezirken ist 
vieder deutlich zu erken- 
fen, wenn man nur den 


ferlauf der Kurven beach- . 

jet (eine Ausnahme bilden E 

ie MeBresultate fiir Sonde ; s 5. ree 
in Abb. 13), doch ist die 


Abb. 14. U,=70V, I,=200mA, ty, 9 = 12°C 


Verte im Entladungszen- 
«cum etwa fiinfmal groBer 
ils in den Randbezirken. Die dargelegten vereinfachten Vorstellun- 
en tiber die Erzeugung und Vernichtung der e, und e, geben dafiir 


ine gute Erklarung. 
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N,/N, hangt bei der mittleren Sonde von der Starke des Anoden« 
stromes ab; bei etwa 175 mA hat dieses Verhdltnis ein Minimum; dig 
Zunahme zu beiden Seiten dieses Minimums ist im wesentlichen au] 
éine VergréBerung von N, zuriickzufihren. 

N,/N, steigt wie Abb. a erkennen l4Bt, mit wachsendem Gasdruck 
linear an, im Anoden-Kathodenraum wesentlich starker als in der 
Randbezirken. Damit in Ubereinstimmung ist es, daB die Intensitaé 
der Leuchterscheinung mit wachsendem Druck merklich zunimmt 
Die Steigung der N,/N,-Geraden der Abb. 14 diirfte vom Zentrum zv 
den Randbezirken gleichmabig abnehmen und auBer durch rein geome} 
trische Bedingungen auch wesentlich durch die Art des Fiillgases bey 
einfluBt werden. | 

Um Sondenmessungen mit theoretischen Ergebnissen, die mii 
Riicksicht auf die verwickelten Vorgange nur fiir tibersichtliche Enti 
ladungsbedingungen — ebene und parallele Anode und Kathode — 
vorliegen, vergleichen zu kénnen, ware es zweckmaBig, Messungen ir 
einem abgeschlossenen nicht zu kleinen Entladungsrohr mit der an 
gegebenen Elektrodenanordnung vorzunehmen. 


SchluBbemerkung 


Aus den Ergebnissen der vollstandigen Auswertung von Charak: 
teristiken mit kleinen Plansonden, die in verschiedenen Entladungsteilex 
zu gleicher Zeit aufgenommen wurden, seien folgende noch einmai 
hervorgehoben: 

Der Aufbau des Plasmas unterhalb und oberhalb 100 mA geht i. 
etwas verschiedener Weise vor sich, was vielleicht auf den EinfluB de? 
verschieden starken Mikrofelder zuriickzufiihren ist. i 

Plasmaschwankungen im Anoden-Kathodenraum sind ohne Einflu#) 
auf die Entladungskenngr6Ben in den Randbezirken; daraus wurdé! 
geschlossen, daB die Ionisierung in den Randbezirken im wesentliche 
durch gestreute Primarelektronen erfolgt und daB eine Diffusion de 
das Plasma im Zentrum bildenden Ladungstrager in die Randbezirk} 
von untergeordneter Bedeutung ist. | 

Das Dichtegefalle im EntladungsgefaB, das sowohl durch die ver 
schiedenen Temperaturen des Quecksilbervorrates und des Kiihlwas# 
sers der Pumpe als auch durch die starke Erhitzung des Gliihdrahted 
entsteht, hat einen ungiinstigen Einflu8 auf die ungestérte Aus 
bildung des Plasmas. | 

Unabhangig von der Orientierung der Auffangflachen der Plant 
sonden werden dieselben Kenngré8en der schnellen und langsamed 
Elektronengruppe gemessen. | 

Die vorliegende Arbeit wurde auf Anregung und unter Leitung vod 
Frau Prof. Dr. A. SzEKELy durchgefiihrt. Auch an dieser Stelle wiedes 
hole ich gerne meinen argebenisten Dank an Frau Prof. Dr. A. SZEKEL 
und an Herrn Prof. Dr. A. SMEKAL, den Vorstand des Physikalische 
Instituts der Universitat Graz, der die Hilfsmittel des Institutes zuf 
Verfiigung stellte. 
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Winkelkorrelationen 


Von 


0. Hittmair 
School of Physics, University of Sydney, Australien 


Mit 3 Abbildungen 


(Eingelangt am 31. Mérz 1955) 


Unter méglichst einfacher Zusammenfassung des theoretischen und exper? 
mentellen Gesichtspunkts wird eine Ubersicht tiber das Gebiet der Winkelkorr 
lationen von Kernstrahlungen gegeben. In Teil I wird der ungestorte Fall d 
Korrelation von zwei aufeinanderfolgenden radioaktiven Strahlungen fur alle ij 
Frage kommenden Arten besprochen. Teil II behandelt den Fall der durch aufe 
magnetische oder elextrische Felder gestérten Korrelation. Dabei zeigt sich, dad 
eine scharfe Trennung zwischen statischer und zeitabhangiger Stérung n6tig i 
In Teil III wird die Beziehung zu Kernreaktionen dargelegt. j7- und LS-Koppelur 
kommen dabei im Korrelationsformalismus klar zum Ausdruck, 


Einleitung 


Die Winkelkorrelationen selbst sind vom Standpunkt des Theoretike 
eine erledigte Angelegenheit. Wenn man einmal dabei angelangt is: 
die Korrelationsfunktion in Racan-Koeffizienten und Kugelfunktione 
auszudriicken, hat der mathematische Apparat fiir das grundsatzlich 
Phanomen den héchsten Grad der Vereinfachung erreicht, und es bleili 
in Bezug auf Pragnanz des Ausdrucks kein Wunsch mehr offen. I 
dessen erdffnet sich im Anwendungsgebiet der Winkelkorrelationa 
sowohl in theoretischer wie in experimenteller Hinsicht ein ungemei 
reichhaltiges Feld. 

Der reine Fall ist ausschlieBlich auf die geometrischen Eigenschafte: 
der Kerne und ihrer Strahlungen gegriindet, also auf Spins und Multipes 
momente. Er ist ganz unabhangig von der besonderen Struktur dé 
Kerns und der Intensitaét der Strahlungen, und das Versuchsergebn 
laBt sich exakt, ohne empirischen Parameter voraussagen, ein Fa 
der in der Kernphysik immerhin bemerkenswert ist. 

Andererseits erstreckt sich die besondere Erscheinungsform d 
Winkelkorrelationen auf Strahlungsarten, die keine gesonderte 
trachtung energieunabhingiger geometrischer Eigenschaften zulasse\ 
auf Multipolmischungen sowie auf den EinfluB auBerer Felder auf d 
Korrelation. Dies kann nicht nur Aufschliisse iiber die unmittelbar 


ay 


O. Hitrmarr: Winkelkorrelationen 67 


genschaften der Kerne und ihrer Strahlungen geben, die weiter gehen 
beim reinen Fall, sondern es eréffnen sich auch vielversprechende 
blicke in die Natur des festen und fliissigen Zustandes. 

Neben einer Reihe von speziellen Abhandlungen tiber das Gebiet der 
inkelkorrelationen befaBt sich der Ubersichtsartikel von BIEDENHARN 
id Rose {1} mit der theoretischen Seite, wahrend sich die Abhandlung 
RAUENFELDERS [2] mehr den experimentellen Ergebnissen und Arbeits- 
ethoden zuwendet. Der Zweck der vorliegenden Arbeit ist es, unter 
glichst einfacher Zusammenfassung beider Gesichtspunkte auch 
em Leser einen Einblick in das Gebiet zu gewahren, der an und fiir 
+h der Materie ferner steht, und sein Interesse zu wecken. 


I. Ungestérte Winkelkorrelationen 
1. Der allgemeine Zusammenhang 


Wenn wir von Winkelkorrelationen sprechen, so meinen wir damit 
!br allem die Korrelation zwischen den Richtungen zweier aufeinander- 
Igender radioaktiver Strahlungen ein und desselben Kerns. Es ist 
eiter nicht verwunderlich, daB eine derartige Korrelation vorliegt: ist 
ch der Zustand des Kernes vor der zweiten Ausstrahlung wesentlich 
irch die erste Strahlung bedingt und dient somit als Bindeglied zwischen 
iden Emissionen. Die gerichtete GroBe des Zwischenzustandes, zu 
r die Strahlungsrichtungen in Beziehung treten und durch die sie 
Mneinander abhangen, ist sein Spin. Die Wahrscheinlichkeit der 
ission eines y-Quants oder einer Partikel in eine bestimmte Richtung 
Zingt von dem Winkel ab, den diese Richtung mit der Spinachse des 
Wnittierenden Kerns bildet. 

Unter gewoéhnlichen Umstanden, das heiBt ohne auBeres Feld im 
®aum, folgt aus der gleichmaBigen statistischen Verteilung der Spin- 
@hsen iiber alle Richtungen in der radioaktiven Quelle die vollige 
Gotropie der emittierten Strahlung. Es ist a priori keine Richtung im 
Maum ausgezeichnet. Wir kdnnen diese isotrope Lage der Kernspin- 
thsen jedoch abandern, indem wir etwa durch ein duBeres Magnetfeld 
He Kerne in eine bevorzugte Lage ausrichten. Die nun entsandte 
trahlung wird eine von dieser Richtung abhangige Emissionswahr- 
vheinlichkeit zeigen. 

Statt diese bevorzugte Lage der Spinachsen durch ein auBeres Feld 
‘1 erzielen, kann man auch so vorgehen, da man jene Kerne heraus- 
teift, die gerade in eine vorgegebene Richtung emittiert haben. Durch 
We Winkelabhangigkeit der Emissionswahrscheinlichkeit haben ja nun 
ese Spinachsen ihrerseits eine bestimmte nichtisotrope Verteilung in 
sezug auf die vorgegebene Richtung. Erfolgt nun die zweite Aus- 
jrahlung aus dieser nichtisotropen Verteilung, so ist es klar, daB auch 
jo im allgemeinen kein isotropes Bild zeigen wird, sondern da ihre 
smissionswahrscheinlichkeit eine Korrelation zur vorgegebenen Richtung 
vigen wird. Die Korrelation ist also eine Funktion des Winkels, den die 
itrahlungen miteinander einschlieBen. 
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2. Das fundamentale Experiment 


Ein Anfangskern A emittiert ein Lichtquant oder ein Teilchen unc 
geht in den Mittelkern B itber. Von dort erfolgt unter nochmaligex 
Ausstrahlung der Ubergang in den Endkern C. Die erste Strahlung wirc 

gemessen, wenn sie einen fixier, 

ten Zahler D, trifft, die zweite 

oe, wird von einem dazu drehbarer 

; Zahler D; registriert. Um die auf 

eo ie ee einanderfolgenden Strahlunger 
Bie eG ; 

ein und desselben Kerns zu 


Welle ®@ 


LSHGUMUNG 


Wher Dp )) Komncidenzschaltung essen, stehen die beiden Zahle: 
bzw. Dy in Koinzidenzschaltung (Abb. 1)I 


Die relative Zahl der Koinzideni 

4 Y ieccang euiet Richerapon ones ““ zen pro Zeiteinheit fiir verschie: 
dene Winkel zwischen den Strahi 

lungen gibt die gesuchte relative Wahrscheinlichkeit W(#%) diese; 
Winkel an, die Korrelationsfunktion der Richtungen. 


Voraussetzung dafiir, daB diese Koinzidenzzahl pro Zeiteinheit dil 
wahre Korrelationsfunktion darstellt, ist, daB es sich um eine zentriert: 
radioaktive Quelle handelt, daB die Zahler die Richtungen scharf aus 
wahlen, und daB keine Streuung von Strahlung in die Zahler vorliegt 
Um dies zu erreichen, umgibt man die Zahler mit einem Bleimante¢ 
der die Form eines Kegels hat, und nur Strahlungen von der zentrierte 
Punktquelle zulaBt. Einen noch besseren Schutz gegen Streustrahlung 
bildet die Verwendung von Szintillationsspektrometern, durch die maa 
die unerwiinschten Strahlen absondern kann. 


Die Zahl der wahren Koinzidenzen erhak 
man, wenn man den Hintergrund und die Zah 
der zufaligen Koinzidenzen pro Zeiteinhei'y 
2 tr N; (0) No (0), abzieht, wo tr die Koinz# 
denzauflésungszeit und N; und N, die Einzeé 
zahlungen des fixierten und beweglichen Zahler 
beim Winkel # bedeuten. Prinzipiell sollen dies 
Gr6Ben natiirlich von @ unabhiangig sein. Deas 
Ergebnis durch N, dividiert, ist unabhangig 

————— von den Besonderheiten der verwendeten Quelle? 
ee Ce ae HamILTON [3] leistete 1940 die Pionierarbet 
m-Niveaus in einer Korrelation 1M der Theorie der Winkelkorrelationen. 71% 

den folgenden Jahren wurden mehrfach Ver 
suche unternommen, seine Ergebnisse experimentell zu bestatiger) 
aber ohne Erfolg. GOERTZEL [4] untersuchte 1946 den EinfluB stérenddf 
auBerer Felder auf die Winkelkorrelation. Ein derartiger EinfluB hati 
in der Tat manche der negativen experimentellen Ergebnisse rech|; 
fertigen konnen. Aber i im Jahue 1947 fiihrten BRADY und DEUTSCH [| | 


Winkelkorrelationen 69 


ssonders die Einfiihrung der Szintillationszaihler [6] in das Winkel- 
rrelationsexperiment beschleunigte die Entwicklung. 


3. Die Elemente der Theorie 


Je nach ihrem Spin I haben die Niveaus des Anfangs-, Mittel- und 

dkerns 2/7 + 1 Unterniveaus, die nur der Deutlichkeit halber in 
ob. 2 getrennt gezeichnet sind. Die Niveaus sind in Wirklichkeit 
tartet. Fiir die Spins J, die Multipolmomente L der Strahlungen und 
2 magnetischen Quantenzahlen gelten die Beziehungen: 


ZTE TOO O27: 1, (1 a) 
M, =m, + M,, m =m + M, (1 b) 


Jede Strahlungskomponente M besitzt eine fiir sie charakteristische 


fchtungsverteilung F7'(#). Fiir eine y-Kaskade z. B. kann man sie 
assisch als die Richtungsverteilung des Poyntingvektors fiir den 
effenden Submultipol, charakterisiert durch L und M, bestimmen. 
r eine Dipolstrahlung (L = 1) erhalt man: 


F,° (3) =3 sin? ¢ = 2—2 P, (cos #), (2) 
F+* (9) = eu + cos? #) = 2+ P, (cos #) 


Die Summe der Komponenten muB natiirlich winkelunabhangig sein, 
nn mit gleichen Gewichten summiert wurde. Das entspricht isotroper 
ge der emittierenden Kerne. Legt man nun aber eine bestimmte 
ichtung durch den fixierten Zahler D; fest und wahlt sie als z-Achse, 
werden durch die Ae Shape M,-Werte der ersten Strahlung 
iy-Strahlung M, = + 1) die es ungleiche Gewichte aufweisen, 
> emittierenden Kemer der zweiten Strahlung nicht mehr isotrop liegen. 
idurch erhalten die F7-Komponenten verschiedene statische Ge- 
‘chte und geben durch ihre anisotrope Richtungsverteilung in Bezug 
if die z-Achse die gesuchte Richtungskorrelation W(#). 

i. Fir eine y-Kaskade zweier Dipole, die zwischen den Kernniveaus 
at J, = 0, J, = 1, Ic = 0 erfolgt, beschrankt sich m, wegen M, = + 1 
jch (1b) auf die Werte + 1. Die Richtungsverteilung der ayeiten 
trahlung in Bezug auf die erste kann also nur die Komponenten Fi *(9) 
thalten. Da diese mit gleicher relativer Ubergangswahrscheinlichkeit 
jolgen, ergibt sich W (#) ~ 1+ 3 Py (cos #). 

§ Ganz allgemein wird die relative ities mee ahrscheinickett fiir 
rschiedene magnetische Quantenzahlen durch das Quadrat des ent- 
s-echenden CLEBSCH-GORDAN-Koeffizienten, also (I, Ly La; m» M, ma)? 
+ die erste Strahlung und (J, Ly Ip; me My mp)? fiir die weit Seranting’ 
szeben. Eine verhaltnismaBig einfache Formel fiir diese Koeffizienten 
Ht Racau [7]. 

Die relative Bevélkerung der m»,-Niveaus ist also durch (J; Ly Ia; 
, M,m,)? und die relative Intensitaét der F7-Komponenten in der 
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z-Richtung gegeben. Nach Summierung tiber die isotropen Anfang 
lagen m, erhalt man 


Pn, = ». (I, L, La; Ms ly Ma)? Fr, 


m 


wo wir mit « die M-Zahlen der Strahlung in z-Richtung bezeichne; 
haben. Das Argument 0 in FY (0) wird dann iiberfliissig. 

Ganz analog setzt sich die relative Intensitat der zweiten Strela 
in Richtung # aus den Faktoren (I; Ly I,; ms» M, mp)? und spe (0) z 
sammen, aber bei der Summation tiber die mp pen nun die Py», al 
statistische Gewichte auf. Da durch Emission der zweiten Strahluni 
die Kernspinachsen wieder in isotrope Lage iibergehen, ist tber dil 
m, mit gleichen Gewichten zu summieren. So bekommt man schlieBlich 


W (9) = 2) Pmy (Ie Lg Io;1me My 1s)* Fr; (8) (4 
My mM, 
Einsetzen von (3) in (4) ergibt die gesuchte Korrelationsfunktion W(#t 
Bei den hier betrachteten reinen Multipolstrahlungen (nur ein L-Wer 
fiir einen Ubergang) spielen die absoluten, kernabhangigen Intensitater 
die durch die Quadrate der reduzierten, das heiBt m-unabhangiged 
Matrixelemente (Jo || L, || Za) und (J; || Ly || Zs) bestimmt werden, f 
die Rolle von Proportionalitatsfaktoren. 
Der nachste Schritt ist nun, die physikalische Aquivalenz beidel 
Strahlungen auch mathematisch besser herauszustellen. Zu dieser 
Zwecke entwickeln wir Ep (0) in Kugelfunktionen: 


Fi'(9) = >” K, P, (cos 9) (ai 
Der Koeffizient K, ergibt sich aus den allgemeinen Rotationseiger! 
schaften einer Submultipolstrahlung Fr (8) als 


Ky = DS) (-1)"™ (LL osu —p0)(LLv;M —M0) Ft. V4 


Die besondere Art der Strahlung (a-, £-, y-Strahlung) driickt dabei @ 
wohlbestimmter Weise in den Strahlungsparametern Ff aus. 

Setzt man dies alles in (4) ein, so ergibt sich, daB alle Summen, d@ 
rein geometrischen Charakter haben, das hei®t in denen kein fiir dd 
Strahlungsart charakteristischer Parameter auftritt, ausgefiihrt werddl 
konnen. Sie lassen sich in Form m-unabhangiger RACAH- Koeffizientel 
schreiben, und das Ergebnis lautet schlieBlich: 


W (8) = Dd) cor, W (Ly Ip Ly Io; Ia) vt, W (Ly Io Ly Io; Ie) P, (cos O)Il 


v 


Winkelkorrelationen fll 


eee, (1) IL Les = 10) Fs (8) 
“ 

ie W-Koeffizienten sind die RAcAH-Koeffizienten. Tafeln sind fiir 

e wichtigeren Falle vorhanden [8]. 

Aus den Eigenschaften der RacaH-Koeffizienten folgt fiir » die 

hrankung 


v = Min. {2.1,, 2.L,, 2 Ib}, (9) 
e Beziehung, die YANG [9] aus der Invarianz der Korrelation bei 
otation und Inversion abgeleitet hatte. 


4. y y-Korrelationen 


a) Die ungestorte Richtungskorrelation 

Fiir die Richtungskorrelation einer aus reinen Multipolen bestehenden 
Kaskade vereinfachen sich die Koeffizienten c,z, da Fz1(0) = F,, (0). 
ie Summe itiber w wird hinfallig und man hat 

or~(LLy;1 —10), 

daB man mit den Tafeln fiir die CLEBSCH-GORDAN- und die RACAH- 
oeffizienten sofort die Korrelationsfunktion W(?) in Kugelfunktionen 
geben kann: 


W (9) = >" A, P, (cos 9), (10) 
Apa (lL, v1 10) G14: 1 —10) 
Wil dg Lh, Iasdaw) Wile Todos Te3 Te”) 
Experimentell bestimmt man die Koeffizienten A,, indem man 
n geeignetes vq, annimmt (im allgemeinen 4) und mit der Methode 
ar kleinsten quadratischen Abweichung den Ausdruck (10) der experi- 
entell gemessenen Kurve anpabBt. 

Hohere » als 4 sind nicht gemessen worden. Multipole mit L > 2 
aben namlich mittlere Lebensdauern > 10~* sec. Es ist fast unméglich, 
ne Winkelkorrelation mit einem derart langlebigen Mittelkern zu 
essen. St6rungen durch die Elektronenhiille und die Umgebung lassen 
2n Kern in dieser Zeit seine Ausrichtung vergessen und zerstéren die 
‘orrelation. 

In vielen Kaskaden folgen nicht nur zwei, sondern mehrere Strah- 
igen aufeinander. Der Formalismus der Doppelkaskade kann ohne 
jesondere Schwierigkeit auf Tripelkaskaden ausgedehnt werden [10], 
enn man die Beobachtung wieder auf einen einzigen Winkel @ be- 
shrankt. Das kann geschehen, indem man die mittlere Strahlung un- 
eobachtet laBt und die y, y3-Korrelation mi8t oder indem man zwei 
ahler fiir zwei Strahlungen auf einer Geraden fixiert und mit dem 
written beweglichen die dritte Strahlung in verschiedenen Winkeln @ 
1 dieser Geraden miBt. 


' 
i 
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Die Richtungskorrelation der y y-Kaskade von Ni®° war die erstei 
erfolgreich angegriffene [5]. Die gemessene Funktion W(#) lab 
schlieBen, daB sie zwischen den Spins 4, 2, und 0 durch zweimalige 
Quadrupolstrahlung erfolgt. Dies wurde mehrfach bestatigt und Ni®é 
ist zu einer Standardkaskade geworden. Sie ist ungestért, da die mittlere 
Lebensdauer des Mittelkerns < 10~ sec ist. 


b) Polarisations-Richtungs-Korrelationen 


Die y y-Richtungskorrelation ist aber unempfindlich fiir die Paritater 
der betreffenden Kernniveaus. Das hat seinen Grund darin, da8 der 
Poyntingvektor fiir elektrische Strahlung der gleiche ist wie fiir magne+ 
tische Strahlung, obwohl die beiden entgegengesetzte Paritat aufweisen. 
In der Richtungsverteilung ist also kein Unterschied. Es gibt jedoc 
ein Mittel, um zwischen elektrischer und magnetischer Strahlung zu 
unterscheiden: man miBt die Richtungsverteilung des elektrischer 
Vektors der y-Strahlung, also ihre Polarisation. 

Das Experiment fiir eine Polarisationsmessung der ersten Strahlung 
besteht darin, da8 man die Intensitat der im Zahler D, senkrech* 
Compton-gestreuten y-Strahlung miBt. Die Intensitat der Streur 
strahlung hangt vom Winkel y ab, den diese mit der Ebene der Zahle: 
D, und D, einschlieBt. Sie ist polarisationsabhangig. Natiirlich mull 
der Zahler D, selbst ein rotationssymmetrischer Streuk6rper fiir dis 
erste Strahlung sein. 

Wir stehen also hier wie bei den Richtungskorrelationen vor den: 
Fall, daB eine an und fiir sich isotrope Verteilung — ein an und fiir sick 
unpolarisierter Strahl in unserem Falle — durch Fixierung einer Be 
zugsbasis mittels der anderen Strahlung der Kaskade ein anisotropes 
Verhalten zeigt. Die Bezugsbasis bei der Polarisationskorrelation is: 
fir den Winkel p die Zahlerebene. W(%,m) zeigt verschiedene Abii 
hangigkeit fiir magnetische oder elektrische erste Strahlung, indem dil 
Paritat der Strahlung als Parameter in die Korrelationsfunktion eini) 
geht. Die der elektrischen ist (—1)4, die der magnetischen (— 1)-~4 


Eine erfolgreiche Messung wurde von METZGER und DEUTSCH at) 


Ti*® durchgefiihrt [11] und ergab eine Kaskade zweier elektrische# 
Quadrupole. Alle drei Niveaus A, B, C haben also gleiche Paritatil 


c) Gemischte Richtungskorrelationen . 

Es kann vorkommen, daf eine oder beide Strahlungen der Kaskadié 
nicht als reine, sondern als gemischte Multipolstrahlung erfolgen. Si} 
ist Z. B. zwischen denselben Niveaus im allgemeinen sowohl elektrisch¥ 
Quadrupol- wie magnetische Dipolstrahlung méglich. Die reduzierte i 
Matrixelemente (§ 3) von L und L’ kénnen jetzt nicht mehr fortgekiir 
werden und ihr Verhaltnis 6 = (Jo|| L’ || Za)/(Z || L||Za) tritt als neuall 
Parameter in der Korrelationsfunktion auf. Die reduzierten Matrix 
elemente und ihr Verhaltnis 6 kénnen immer reell gewahlt werdery 
wie Lioyp [12] zeigte. Das folgt aus der Invarianz bei Zeitumkehr df) 
Wechselwirkungshamiltonfunktionen der Strahlungsvorgange. 
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W(#%) ergibt sich bei gemischter erster Strahlung als [1] 
(9) = (2 Ly + 1)? wy, + (Ly'+ 1)? 62% wy + 2 d[(2 L, +1) (2L,'+1)) eur 
und w7; sind gegeben durch (10) mit L bzw. L’ als erster Strahlung. 


wat = >) (L, Ly»; 1 —10) (LZ, 2,7; 1 —10)* 


-W(LyIoLy' In; Iav) W(L_ Ip Ly Io; Ie) x Py (cos 9) 


portionalitatsfaktoren wurden fallen gelassen. 


In Cd'™ ]aBt das Korrelationsexperiment darauf schlieBen [13], 
der Ubergang 7/2 — 5/2 eine Mischung von elektrischem Quadrupol 
it magnetischem Dipol ist mit 6 = + 0.145 + 0.015. 


5. Richtungskorrelationen von Konversionselektronen 


In schweren Elementen ist die y-Strahlung oft stark in Ausstrahlung 

m Elektronen aus der Hiille des Kerns konvertiert, (a > 1). Es ist 
diesen Fallen vorteilhaft, die Richtungskorrelation der Elektronen- 
rahlungen oder diejenige einer Elektronenstrahlung mit einer y- 
rahlung zu messen. Die elektromagnetische Wechselwirkung der 
iillenelektronen der verschiedenen Schalen mit dem Kern bringt es 
it sich, daB sich Strahlungsiiberginge des Kerns in Ubergangen der 
lektronen vom gebundenen in den freien Zustand auBern kénnen. 
atiirlich ist dann die Richtungsverteilung der Elektronenstrahlungs- 
mponenten charakteristisch fiir den Multipoliibergang des Kerns. 
ie hangt aber auch fiir Elektronen derselben Schale nicht nur von der 
ultipolordnung des konvertierten Ubergangs ab, sondern auch von 
xiner Energie und Paritat und von der Kernladung. So kann die 
onversionskorrelation mehr Auskiinfte geben als die y y-Richtungs- 
orrelation und sie auf jeden Fall vorteilhaft erganzen. 

RosE, BIEDENHARN und ARFKEN [14] behandeln die Richtungs- 
orrelation fiir Konversionselektronen aus der AK-Schale in relativisti- 
her Weise. Das Ergebnis laBt sich ausdriicken durch Multiplikation 
a Koeffizienten A, der ungestérten Korrelation (10) mit einem 
’arameter b,(e—) fiir die konvertierte Strahlung. Sind beide Strahlungen 
yer y-Kaskade konvertiert, so sind die A, mit dem Produkt ,(e;—) 6,(e,~) 
u multiplizieren. Tabellen der 4, sind in [1] zu finden. 

, Die experimentelle Hauptschwierigkeit besteht darin, die Streuung 
-er Elektronen in der Luft zwischen Quelle und Detektor zu vermeiden. 
das kann entweder durch ein Vakuum oder durch Ersetzen der Luft 
urch Wasserstoff geschehen. Als Detektor kann ein £-Spektrometer 
der eine Nebelkammer dienen. 

— In Pb27 und Cd!!! wurden Spin- und Paritaétsdaten durch die Kon- 
ersionskorrelation bestatigt [15]. In Te! und Te!®? wurden durch 
ie Konversionskorrelation neue Daten erhalten [16]. 
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6. By-Richtungskorrelationen 

Beim -Zerfall ist die Situation wesentlich komplizierter als bei den 
bisher betrachteten elektromagnetischen Ubergangen. Neben dem 
beobachteten Elektron wird auch noch das unbeobachtete Neutrina 
emittiert. Es ist daher iiber die Richtungen der Neutrinoemission 2 
integrieren. Die Korrelation wird auch davon abhangen, an welche 
Stelle E des Energiespektrums man das Elektron miBbt. Dies ergibt dan 
die sogenannte differentielle Korrelationsfunktion W(#, E) zum Unter 
schied von der integralen W(#), bei der iiber das ganze Energiespektru 
integriert wird. Die Experimente erstreckten sich bis jetzt nur auf die 
differentielle Korrelation. 

Bei elektromagnetischen Ubergiangen ist auBerdem Wechselwirkung 
und Koppelungskonstante wohl bekannt, nicht so beim -Ubergang: 
Hier kommen die fiinf relativistisch invarianten Arten der Wechsel+ 
wirkung in Frage und auch ihre Kombinationen. Auf erdem entspricht 
bei elektromagnetischer Strahlung einer bestimmten Paritat und 
Multipolordnung L ein ganz bestimmtes Matrixelement, das fiir dem 
betreffenden Kerniibergang maBgebend ist. Beim f-Zerfall hingegem 
gehoren zu einer Ordnung L des Ubergangs oft mehrere Matrixelementd 
in ein und demselben Wechselwirkungsschema. Es sind also drei ver- 
schiedene Arten von Interferenzen moéglich: Interferenzen verschiedener 
Wechselwirkungsarten, Interferenzen verschiedener Matrixelementd 
derselben Wechselwirkung und gleicher Ordnung L, und _ schlieBlich 
noch solche verschiedener méglicher L-Werte. Dies bringt natiirlich 
eine gewisse Unsicherheit in die Korrelation in Form von verschiedener 
angleichbaren Parametern. Andererseits kénnen aber gerade diese dazu 
dienen, neue Erkenntnisse tiber den 4-Zerfall zu gewinnen. 

Eine gewisse Kontrolle fiir die Wahl der Paes bildet die Form 
des Energiespektrums der £-Teilchen. Das Spektrum des sogenannter 
,erlaubten’’ Ubergangs wird durch den Energiekorrekturfaktor C(E° 
auf seine beobachtete Form gebracht. Die in der Korrelationsfunktion 
verwendeten Parameter miissen nun auch den richtigen Korrekturfaktor 
C(E) ergeben. 

FaLkorr und UHLENBECK[17] entwickelten als erste eine Theoric 
der £y-Korrelation. Ihre Ergebnisse finden sich in verallgemeinerter 
Form in [1]. 

Die grundlegenden Uberlegungen fiir die Richtungskorrelation ir 
§ 3 gelten natiirlich auch fiir die 6 y-Korrelation, da aber im allgemeiner 
mehrere reduzierte Matrixelemente und verschiedene L-Werte fiir der 
Ubergang A - B auftreten, kompliziert sich die Formel, da die Matrix: 
elemente wegen der verschiedenen Interferenzen nicht mehr als Faktorer! 
weggelassen werden kénnen. 

Die experimentelle Technik ist derjenigen der Konversionskorrelatior) 
sehr ahnlich. Der £-Zerfall Tm17° -» Yb17° mit folgender y- Strahlung 


ergibt sich als [18, 19] 1 es Ot 5, 0-Ubergang mit Mischung vor 
Matrixelementen aus der S- und T-Wechselwirkung. 


Winkelkorrelationen 75 


7. ay-Richtungskorrelationen 


Da das a-Teilchen ein spinloses Teilchen ist, vereinfachen sich die 
oeffizienten (8) zu 


or~(LLv;000) 
nd (7) nimmt eine besonders einfache Form an. Es kénnen jedoch 
ergiemaBig Interferenzen verschiedener L-Werte auftreten, wenn die 
uswahlregeln fiir den Ubergang A - B dies zulassen. 

Bei der Emission von a-Teilchen erleidet der Kern einen betracht- 
chen RiickstoB. Dies bringt es mit sich, da8 er vor der y-Emission 
it betrachtlichen elektrischen Feldgradienten des Kristallfeldes in 
echselwirkung tritt, in dem er eingebettet ist. Daher zeigen fast alle 
y-Korrelationen Stérungen. 

Eine Ionisationskammer kann a -Lingu/s 
hr wirkungsvoll zur Messung 
on ay-Korrelationen verwendet 
erden [20] (Abb. 3). Der Im- 
uls, der in der Jonisationskam- 
er durch das a-Teilchen ausge- 
jst und in den Vielkanalanalysa- 
r weitergeleitet wird, ist eine 
unktion des Winkels #%, unter 
em das a-Teilchen in Bezug  2/2//20075}7 
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. ated > Zaller Lp 
uf die fixierte y-Strahlrichtung p-lmpuls 
mittiert wird. Der Vielkanal- 
. Abb. 3. Verwendung der lIonisationskammer 
nalysator gestattet es, viele in ay-Korrelationen 


unkte der Korrelationskurve 

uf einmal zu messen. Fiir ein bestimmtes # steht dem a-Strahl nun 
uBerdem der ganze Raumwinkel zwischen 9 und @ + dd zur Ver- 
ligung. Das erhdht natiirlich die absolute Zahl der ay-Koinzidenzen. 
Das erste vollkommen gegliickte Korrelationsexperiment einer 


ty-Kaskade gelang fiir den Ubergang P0210 Pb206, der in den ersten 


E : a B 
sregten Zustand von Pb? fiihrt [21]. Man erhalt die Daten: 0> 20. 


' Il. Gestérte Richtungskorrelationen 
| 1. Allgemeines 

Wir haben bisher angenommen, daB der Mittelkern 6 keiner auBeren - 
Stérung unterworfen ist, bevor der Ubergang in den Zustand C erfolgt. 
Dies ist immer erfiillt, wenn die mittlere Lebensdauer von B tg<10—1' sec, 
St6rende Felder haben dann sozusagen keine Zeit, in den Korrelations- 
orozess einzugreifen. Bei gréBerem Tz ist es méglich, dal duBere magne- 
tische oder elektrische Felder eine Prazession der Kernspinachse von 
B hervorrufen und dadurch Ubergange in den m,-Zustanden verursachen. 
Diese Anderung der Bevélkerung P,,, bringt eine gednderte Korrelations- 
funktion W(%) mit sich und zerstért in manchen Fallen die Korrelation 
vollstandig. Dies ist jedoch nur dann der Fall, wenn das stérende Feld 
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selbst zeitlichen Anderungen unterworfen ist, da bei statischem Fel 
die Korrelation jener Kaskaden ungestort bleibt, bei denen eine de 
Strahlungen in Richtung des Stérfeldes erfolgt. Dies nennt man den 
,harten Kern‘ der Korrelation. 

Experimentell kann man den Einflu8 des Stérfeldes untersuchen, 
indem man in der Koinzidenz eine Verspatungszeit einschaltet. Da- 
durch wird an und fiir sich nur die Intensitat, nicht aber die Winkel- 
abhangigkeit der Korrelation gedndert. In dieser Verspatungszeit hat 
nun aber das Stérfeld Gelegenheit zu wirken. 

Die Abhangigkeit einer yy-Kaskade von den auBeren Feldern ihrer 
Umgebung wurde zuerst am Cdl? gezeigt [22, 23]. 


2. Statische Stérfelder | 


a) Magnetisches Storfeld : 

Die Larmorfrequenz wz, des Kernes B mit dem magnetischen Moment. 
fu ist gegeben durch | 

or=twHA/Ihh=gynH[h, 
wenn “i, das Kernmagneton bedeutet. 

Steht das stérende Magnetfeld senkrecht zur Ebene der Zahler D, 
und D,, so wird nun statt einer Korrelation W(#) die Korrelation: 
W(%— wz t), gemessen, wo t die Zeit bedeutet, die zwischen den beiden 
Strahlungen vergeht. Wenn die Koinzidenzauflésungszeit Tr lang ist) 
gegeniiber der mittleren Lebensdauer tg von B, so ergibt sich bei »y = 2% 
nach Integration tiber ¢ 


By 
W(0, 2) = ———= cos (@—A #), 
\1 -l. (2 OL Tp)? 
34, ) 1 ; 
Pa NES A p= g tan? 2 wr TB. : 


Es kann also wz und damit der g-Faktor sowohl der GréBe wie auch! 
dem Vorzeichen nach bestimmt werden. Die Korrelationsfunktion! 
zeigt eine Verflachung und eine Drehung des Diagramms fiir den un-; 
gestorten Fall. Die Drehung kann nur dann beobachtet werden, wennt 
mindestens einer der Zahler selektiv nur auf eine der Kaskadenstrah-. 
lungen anspricht. Der g-Faktor des ersten erregten Zustandes von Cd! 

“wurde in Ziirich [24] gemessen und ergab — (0,28 + 0,05). 


b) Elektrisches Stérfeld 


Ein elektrischer Feldgradient kann mit dem elektrischen Quadrupol-| 
moment von B in Wechselwirkung treten. Auch die Quadrupolkoppe-! 
lung e Q/h- 0?V/dz? erzeugt eine Prazession der Kernachse von B. Sie| 
ist jedoch in beiden Richtungen gleich wahrscheinlich, und es erfolgt! 
daher keine Drehung des Korrelationsdiagramms. Das Vorzeichen des| 
Quadrupolmoments kann also nicht durch das Korrelationsexperiment 
bestimmt werden. Auch seine GréBe bleibt ungewiB, da im allgemeinen 
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Feldgradient @?B/éz? des stérenden Kristallfeldes nur sehr ungenau 
ekannt ist. 


Die yy-Kaskade von Cd!!! wurde in einem Indiumkristall untersucht 
W (180°) —W(90°) . 
| PP (90%) n Ab- 
angigkeit vom Winkel, den die Kristallachse mit der Richtung von 

einschloB. Das Ergebnis war 


25). Gemessen wurde die Anisotropie 4 = 


i. et 6,86 + 0,4 Mc/sec. 


Zwei ay-Kaskaden des Th?8° wurden im selben Kristallfeld ge- 
ynessen [20], und die beiden ermittelten Werte mtg und (w Tz)’ ins 
ferhaltnis gesetzt. Dieses Verhaltnis kann man als unabhaingig vom 
ektrischen Feldgradienten annehmen und man erhilt bei bekannten 
hhittleren Lebensdauern tg und tT,’ das Verhaltnis der Quadrupol- 
1omente der beiden Mittelkerne Ra??6. Es ergab sich ausgezeichnete 
Ybereinstimmung mit den Aussagen des Kermodells von Bour und 
TIOTTELSON [26]. 


3. Zeitabhangige Stoérfelder 
Hier denkt man in erster Linie an die Beeinflussung einer fliissigen 
adioaktiven Quelle durch die mit der lokalen Konfiguration der Flissig- 
eit schwankenden elektrischen Feldgradienten. Wenn man die Korre- 
Ationszeit Tc als diejenige Zeit definiert, innerhalb der sich diese Konfi- 
Muration erheblich andert, so ergeben sich folgende Falle [27]: 
i Fir sehr kleine TAS 10! sae bleibt die Korrelation ungestort. 


fu erzielen. 
Mit steigendem t¢ wird die Korrelation verflacht und kann schlieB- | 


Bei tc ~ te fangt die Anisotropie wieder zu steigen an, bis sie fiir 
/>>>tTez dem Werte in einem Kristallpulver entspricht. 

Die Zahigkeit einer Fliissigkeit ist ungefahr ihrer Korrelationszeit t¢ 
oportional. Die Untersuchung der yy-Kaskade von Cd! in Abhangig- 
eit von der Zahigkeit der fliissigen Quelle (InCl, in wassriger Losung) 
sab das erwartete Verhalten [28]. 


I. Winkelkorrelationen und Kernreaktionen 
1. 77-Koppelung 
Der statistische Formalismus der geometrischen Grdfen einer 
| Vinkelkorrelation laBt sich ohne weiteres auf die Winkelverteilung 
‘iner Kernreaktion 
a+xX=Y++b 
ibertragen, Der Anfangskern X mit dem Spin J, absorbiert das ein- 
vallende Teilchen a mit dem Spin 7, und dem Bahndrehimpuls 1, Wwo- 
Ce ein Teilchen b(7,, /;) emittiert wird, und ein Endkern Y(/,) zuriick- 
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bleibt. Der Zwischenkern der Reaktion nach der Absorption von @ un 
vor der Emission von } entspricht dem Mittelkern B der Winkelkorre 
lation. Sein Spin sei mit / bezeichnet. 

Wir nehmen nun an, daB es sich bei a um ein Teilchen mit scharfe 
Gesamtdrehimpuls 7, (entspricht L, in § 3) handelt, daB nur ein Niveau 
des Zwischenkerns erregt wird, and daB b ein y-Quant reiner Multipol 
strahlung L, darstellt. Wir erlauben dann gemaB (3) und (4) 


W(?) = py (Ly da J 3 yea my + fy)? (44113 O fy My)” 
My My [4 
(I,.Ly J 1% Mam + y)? Fr, (8). 

Die GréBe Fi in (3) ergibt sich also in diesem ,,reinsten‘‘ Fall dei 
Partikelstrahlung als (/, 7, 7,; 04/4)”. Das driickt aus, da8B wir Spir 
und Balndrehanpals der Partikel a zu ihrem Gesamtdrehimpuls 7. 
zusammengefaBt haben, also 7 7-Koppelung angenommen haben. Da: 
Ergebnis laBt sich wieder in den RAcAnH- bzw. in den Z-Koeffiziente 
ausdriicken. Letztere haben die Definition [29] 
Z(abcd;ef)=[(2a4+1) (2641) (2¢+1) (2d44+1)]**# Wadbcd;effx 

x (a@cf;000) -bzw. ™« (acf;—110) fir Zy. 
(Den Phasenfaktor 7/—*** hat man aus Griinden der Zeitumkehr fort: 
zulassen). 

Man erhalt 

WO) =Zanan ay) WaT ats ty») Zy (LeJ Le J; 1p) Py (cos 8) 
fiir den angenommenen Fall. Er ist etwa in der Reaktion C18 (p, y)N* 
mit der Resonanz 1.76 MeV. verwirklicht [30]: 

5 


ie ms & 
—= yh ee a op tae Soe 
2s aa ee dpe eee 


Die Winkelverteilung ist 
W(d) = 1—0,5 cos? @. 


2..LS-Koppelung 

Wenn fiir einen Fall wie oben durch das Schema der 7 j-Koppelun; 
von Spin und Bahndrehimpuls der absorbierten Partikel die richtig 
Winkelverteilung W(#) der Reaktion wiedergegeben wird, ist maz 
geneigt anzunehmen, da® fiir den Zwischenkern das j j-Koppelungs 
schalenmodell zutreffend ist. Andererseits gilt dasselbe natiirlich auc 
fiir LS-Koppelung, und das entsprechende Schema lautet fiir ein 
Reaktion der oben betrachteten Art, wenn 


me 


Sy + L = pi und is + ae i 
PIG ¥ oO 9 97: ~ 
WO) = > (Ly Sy Ly 5 My by my)? (LL, L; Om, my)? (i, Sy S 5, by y+ My)? 


mM My My 
(LS J; my fy + fy My, + by + My)? (Tn Le J; meg My; my Mm, +4 | 
+ pty + te)? Fr). 
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Die CLEBSCH-GORDAN-Koeffizienten beschreiben der Reihe nach 
e Zerlegung von J, in L, und S,, die beiden parallellaufenden Zusammen- 
ungen der Bahndrehimpulse und Spins zu L bzw. S, die Vereinigung 
Lund S zu J und schlieBlich die y-Strahlung. 
Eine Reaktion, deren Winkelverteilung durch das LS-Schema 
edergegeben wird, ist 7(f, y) He* mit einer breiten He-Resonanz [30]. 
ie dazu nétigen Annahmen sind ein ?S1/2 Zustand positiver Paritat 
jr den Grundzustand von T und ein !P,-Zustand negativer Paritat 
das erregte He-Niveau mit einfallenden #-Wellen-Protonen und 
Masgehender elekirischer Dipolstrahlung. Die Winkelverteilung ist 
W(8) = 1—cos? @. 
Dies 1a8t das LS-Koppelungsschalenmodell fiir He zutreffend er- 


Pheinen. Im allgemeinen ergibt sich, daB fiir leichte Kerne diese Koppe- 
ng bevorzugt ist [30]. 


3. Kanalspins 
Oft liegt weder eindeutige 7 7- noch LS-Koppelung vor. Es ist dann 


> —> 
Minstig, 2, und 7, formal zum Kanalspin s, zusammenzufassen, und 
Evers % 1 


mptsprechend s, aus J, und 7, zu bilden. Uber die verschiedenen még- 
mehen s summiert man dann mit entsprechenden Gewichten, um den 
ysikalischen Gegebenheiten Rechnung zu tragen. 

Weiters sind in der einfallenden wie in der ausgehenden Strahlung 
eistens mehrere Bahndrehimpulse / zugleich vorhanden, und wir 
“issen, daB die Komponenten dieser Mischungen mit den reduzierten 
Hatrixelementen zu wagen sind. Als neue Komplikation tritt jedoch 
‘br Umstand hinzu, daB auch verschiedene Niveaus des Zwischenkerns 
in gleicher Zeit angeregt werden, wenn sie nahe genug beisammen 
aegen verglichen mit dem Spektralbereich der einfallenden Strahlung 
im Kontinuumbereich, also auch bei monochromatischer Strahlung). 
‘ Die physikalischen Parameter, die diese verschiedenen Mischungen 
‘it Gewichten versehen, lassen sich sehr einfach im S-Matrixformalismus 
vasdriicken: wenn J und J’ zwei verschiedene Niveaus des Zwischen- 
#2rms bedeuten (auch wenn sie zufallig im Wert von / selbst iiber- 
Hnstimmen), so ist fiir den Ubergang s, Js, das Matrixelement 


1, maBgebend und entsprechend fiir die GroBen J’, 1,’, 1,’. 


Die Winkelverteilung der Reaktion wird nun in voller Allgemeinheit 


4 [29] 


W( a) = 2 cA 1,5 Sel Sao hi 1,’ es Sy v) x 
ay v 
MA, fia f see) Pecos’). 
Das Ergebnis laBt sich formal ohne weiteres auf elastische Streuung 
Jusdehnen. 


Se ee Ee 


Der Autor médchte Dr. BLATT seinen Dank fiir wertvolle Bemer- 
sungen aussprechen. 
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Warmespannungen bei der Abkiihlung einer Kugel 


Von 
Ernst Melan, Wien 
Mit 2 Abbildungen 


(Eingelangt am 23. Mai 1955) 


Ein mit der Zeit ¢ veranderliches Temperaturfeld T eines festen 
Irpers mit der Temperaturleitzahl a geniigt der partiellen Differential- 
ichung 
ol 

T = ——— 
a a oat © 
bei A den LapLaceschen Operator bedeutet. 
Hat man die Temperaturverteilung ermittelt, so kann man mittels 
thermisch-elastischen Verschiebungspotentiales ¥ die Spannungen 
itteln; es gilt! 

or ey mit N = ————_ ; (2 

(1—p) 
‘tin bedeutet a den Warmeausdehnungskoeffizient und uw das Ver- 
tnis zwischen Querkontraktion und Langendehnung. Ferner be- 
chnet G im folgenden den Schubmodul, bzw. E 
E=2(1+4)G 
a YounGschen Modul. Alle diese GréBen seien von Temperatur und 
#t unabhangig vorausgesetzt. 
4 Man kann sich leicht eine partikulare Lésung von (2) beschaffen. 

ferentiert man diese Gleichung nach ?¢, so erhalt man mit Beniitzung 


gars) (1) 


| 

| OAM _y2t _NnaAT 

i ot ot 

vd hieraus 

i oe Na ii. 

H ot 

0 

t vane {Tat (3) 
| 

il 


-1Vegl. Meran-Parkus, Warmespannungen infolge stationarer Temperatur- 
ler, Wien 1953. 

> Acta Physica Austriaca. Bd. X/1—2 6 

; 

: 


, 
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Fiir die Spannungen ergeben sich in kartesischen Koordinaten di 
Ausdriicke 
ou ; 
P pate fii k 
Ck a 
On = Ll fir te 
welche aber im allgemeinen die vorgeschriebenen Bedingungen an dé 
Oberflache nicht erfiillen werden. Es ist deshalb notwendig, ne 


On = —2G ( Y 0n— 


weiteren Spannungszustand mit T = 0 zu iiberlagern und dadurch d: 
Erfiiliung der Oberflachenbedingungen zu erreichen. Man muB al 
die Lésung der Fundamentalaufgabe der Elastizitatstheorie, di 
Spannungen in einem festen Kérper infolge der in dem vorliegenden Fal} 
vorgeschriebenen Randbedingungen zu bestimmen, kennen. 

Wir verwenden diese Methode zur Bestimmung des Spannungszu 
standes einer Kugel mit dem Radius c, die auf die Temperatur Ty e: 
warmt, sich durch Eintauchen in eine Fltissigkeit von der Temperatur 4 
allmahlich auf diese abkiihlt. Unbeschadet der Allgemeinheit setze 
wir 7, = 0 und haben demnach eine Lésung von Gl. (1) zu ermittelp 
bei welcher zur Anfangszeit 


for t=O und..0'2 47 =. ¢ 


=T, 
inoue 79 S=>(0) und = — 


jt 
Lag (; 
wird. 

Wir beniitzen raumliche Polarkoordinaten und da hier ein kuge 
symmetrischer Zustand vorliegt, sind nur die Ableitungen nach 7 ve 
Null verschieden. Der LApPLAcEsche Operator nimmt die Form @ 

eT 22a 2 
AT = : ii mee er) 


or2 y or y or2 


und fiir das Temperaturfeld erhalt man 


n 


Tf =— Lo i (— 1)* Bat SS ero ( 


17% i 
mite =— und w=—~7*t. 
c c 


Man iiberzeugt sich leicht, daB dieser Ausdruck die Gl. (1) erfiilll 
da insbesondere auch die Bedingung fiir ¢ = 0 erfiillt ist, folgt aus di 
Tatsache, daB 

2 S*(-)) 
ya, nO 
n=1 

ist. Man erhalt also fiir Y nach Gl. (8) 
P=EINnT, S41 
pa ain 2 no nz? 

n=" 


, INNO _ 


: 2 
,sinn@ ¢ 


—n? w 
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Fiir die Radialspannung o,, ergibt sich in Kugelkoordinaten weil 


be fie a2 
x2 are 
ch Gl. (4) 
on = —26(4¥— 2H) 9g 2H 
) Y Or 


e Tangentialspannungen Oy, bestimmt man am einfachsten aus der 
edingung, da8B die Summe der Hauptspannungen, namlich 


Oxx + Oyy + Ozz = Orr + Pe a =—2G6G2AYWV 
ariant ist. 
Demnach ist 


vo =—(% +264) = (2 +2610 D) 


or? 
Mit dem Wert fiir Y nach Gl. (7) erhalt man 


il 
Ae yee (222 cosn ee ae me 


MLA 


ioe] 


Lor sin 1 0 hs 
a . Si eS no 
mr NT 2 be, ) ( A —eosne) Z o2” 


‘f 
n=1 
a?(r Y) Sanyo eo 
AW=—NT,2 > (Hn te we 
ame nO 
tzt man zur Abkirzung 
~ Lal, 
a l—~p 


+) wird 


fo 9) 
hs sin 20 1 
(op Pam ah MF 4 =-~—-cos#o|}——<~¢e-*"® 
rv | ) G n? 0? 
n= 


nO 

foe) 
lent K | On 1S 1)" SINNO | nto 
? al 0 

n=1 


if Die Spannungen miissen aber folgende Bedingungen erfiillen: 
c¢=0 und ¢>oo muB fiir OS r<c 


Orr = Ogg = 0) 


trhanden sind, bei gleichmaBiger Temperatur 7,, bzw. 0° span- 
‘ingslos. 
6* 


wae 
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Fiir alle 0 <¢ muB die Oberflache frei von Normalspannunget 


sein, also 
Tp— 0; wenn fom 


An der Oberflache 7 = c oder 9 =z nimmt o,, den Wert 


o 
2 

ean wo 

op a 

nN 

n=1 


an, sodaB wir einen allseitigen Spannungszustand 


zr2 


n=1 


iiberlagern miissen, um die Oberflache der Kugel frei von Normak 


spannungen zu erhalten. Es ergeben sich damit die endgiiltige: 
Spannungen 


= 4 . 2 en ow 
rl KSI in 2 NO cosng} +o\oe 
n=1 


nO 


= K es sin 70 3 ee 
ain AL ass = f i ‘ a =) : | 
n=1 


no 


oe ai “fr, te ee ee eee 
Po 


Abb. 1. Verlauf der Radialspannungen 


Es ist nun tatsdchlich der Anfangszustand (w = 0) fir 0O<oe<a 


On = 0, 
denn die auftretenden Summen haben die Werte 
, Sin NO 1 ry 4, COS N 1 wee 
yy 1) _ F Ds 1) 2 = 2 
= nO 2 4 n" 0 4 1204 | 
y" 1" sintg 1 ‘Lg : Sis ae 
y= ns 0° 12 12 0? Ao n2 6 
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er ist fiir y—c und t>0 


ica) 
= mt a eve 
oO = — ——_. — 
rn =0 und Cm = K ant > “2 
A= 


Abb. 2. Verlauf der Tangentialspannungen 


‘1 Kugelmittelpunkt tritt stets ein allseitiger Spannungszustand 


- a oO 
= As, il s if eww 
ee 
3 EL n 
i n=1 n=1 


—_—_——_ 


if. Die Radialspannungen sind stets Druckspannungen; sie erreichen 
r Maximum zur Zeit t= 0,0583c?/a (entsprechend dem Wert 
= 0,575) mit 
(opr: ae 0,0965 K. 
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Die Tangentialspannungen Ogp sind im Inneren der Kugel Druc 
spannungen, im 4uBeren Teil Zugspannungen. Ihr groBter Wert trit 
an der Oberflache zur Zeit ¢ = 0 auf und betragt 
= 1 
Ogg = iq 18%, 
Die Abb. 1 und 2 zeigen den Verlauf der Normalspannungen 6/7] 
und oy/K in Abhangigkeit von @ = ra/c fiir verschiedene Werte vo 


So ergibt sich fiir eine Stahlkugel von 10 cm Halbmesser mit eine 
Elastizitatsmodul E = 2,1- 10° kg/cm?, einer PoIssonschen Konstan 
ten “=0,3 und einem Warmeausdehnungskoeffizienten a = 1,25: 1 
bei 2" 2008.C : 
IV NG 15s TG 2s PANG. 

1—0,3 


Die groéBte Tangentialspannung (zur Zeit ¢ = 0) wird 


KoA 


= 30000 kg/cm?. 


ae il 
Co a* = 7500 kg/cm? 


die groBte Radialspannung 
On = — 0,0965 K = — 2,895 kg/cm?; 
sie tritt unter Annahme einer Warmeleitzahl von a = 460 cm?/h nac 
10? 


t = 0,05838 —— = 0,013 h = 47 sec : 
0,0583 460 0,013 h = 47 sec auf 


Un the Determination of the Equations of Motion from 
a General, Covariant, Non-linear Field Theory by the 
pproximation Method of Einstein, Infeld, and Hoffman 


By 


R. H. Penfield and Henry Zatzkis 
Harpur College Newark College of Engineering 


(Received June 14, 1955) 


1. Introduction 


Many excellent papers'—® have been written on the determina- 
of the equations of motion from the field equations of general 
ativity first initiated by EINSTEIN and his collaborators. As is well 
flown, the problem is of importance because the general theory of relativity 
tthe only successful field theory in which the equations of motion of 
® particles, considered as mathematical singularities in the field, are 
m@ermined by the field equations. The equations of motion arise from 
» field equations for two entirely different reasons-reasons inherent 
tthe theory itself and reasons inherent in the approximation method 
od. 
» The field equations of the general theory of relativity are so formu- 
ed that they are inherently covariant to arbitrary coordinate trans- 
ymations in space-time, and at the same time, the covariance 
*juirement results in non-linear field equations. The non-linearity 
ed covariance of the theory are decisive in determining the equations 
« motion. 

» The approximation method requires that no spontaneous radiation 
yiull emanate from the singularities and this is equivalent to the 
“tement that the field variables change in time no faster than 
lcessitated by the motion of the singularities. Since the motion of the 
‘gularities is considered slow compared to the velocity of light c, 
Sferentiation of the field variables with respect to time reduces the 


—E 
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order of magnitude in each step of the approximation method. The 
field variables are expanded in the form of a power series with respect 
to some parameter of smallness 4. A could represent the ratio of the 
particle velocity to the velocity of light y/c. That is 


1 2 3 
gap = bap +A gap + A gap + A® Bap +. ---. . 
It is the purpose of the present paper to give a comparatively simple 
general formulation of the equations of motion of the singularities in a 
wide class of fields whose field variables y,4 satisfy field equations which 
are covariant, non-linear, and result from a variational principle. The 
main ideas are due to P. G. BERGMANN’; but since they are only briefly | 
described by him, the authors would like to present this more complete 
account of the problem. It is hoped that a clearer understanding of how — 
the equations of motion of the singularities are determined from the 
field equations will result. Lastly, it is pointed out that the full power 
of the generalized Bianchi identities which occur in this theory as well 
as.in the general theory of relativity, has not been used in any treatments 
existing today. Considering the significance of the identities, their 
incomplete use probably means a severe loss in the physics that the 
theory originally contained. 


2. The Field Variables and the Lagrangian® 


The exact nature of the field variables will be left unspecified and 
denoted by y4, (4 = 1,..., N). It is assumed that the field equations 
can be derived from a variational principle of the form 


Ole he | Eva Va 6) Oe ; 
’ (1) 

where EL = A4e8e V4 oVB aiee ss — {AeBo (Yc). 
Greek indices, taking the values 1, 2, 8, 4 refer to space and time; while } 
small Latin indices, taking the values 1, 2, 3, refer to space coordinates | 
only. The coefficients 14¢2° have the following symmetry property 4 
A4eBo — {Bod Q (2) it 
The field equations which result from a variation of the LAGRANGIAN | 
will be denoted by L4 = 0; 
[Ae G4] (042L) 6 | 
EA = 194]. oF aA.e7 v39— 08,094, 07, Vids (3) j 
[4 = AA Bela YB.o Veo— MABeCa VYB,o Yo,a— [AcBe Wee 

where the following definitions have to be made 


OY. 
Vi,0= ae ad es ate °F. 
axe OVA OVA o (4) ) 
[AeBo = fA0Bo 1 JAcBo. MABeCo = gAABoCo 1 gd fCoBo, 


: P. G. Bercmann, Phys. Rey., vol. 75 (1949) 680. 
® A. ErnstEin and L, InFetp, Can. J. of Math., vol. 1, No. 3 (1949). 
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Regardless of whether the field equations are satisfied or not, L4 will 
be used for the left hand side of these equations. 


3. The Transformation Law and the Covariance Requirement 


With respect to infinitesimal coordinate transformations, the field 
variables will be assumed to transform according to the law 
by = Fig Vp 0%", — V4,, 8 2" (5) 


i 
where 


OY¥4 = V4(**) — ya (2). 

The four functions 6x“ represent the infinitesimal changes of the 
coordinate values of a fixed world point. The orp are numbers which 
depend on the type of field variables which represent the field, but are 
independent of the values of the field variables and the coordinate 
system used. The second term of equation 5 is a transport term. With 
its inclusion in the transformation law, the transformed y,4 at a point 
in the new system are compared with the original y4 at a point in the 
original system such that the coordinate values of the original point 
are the same as the coordinate values of the new point. Consequently, 
the dy4 represent a change of the field variables in their functional 
dependence upon their arguments x2. The inclusion of the transport 
term allows one to assert that 


d¥4,0 = (d¥4), 0. 
If the transport term were not included, this interchange in order would 
not be valid. If the y,4 are identified with the components of the metric 


tensor g,», then 

he = Fee, =} (676265; + 6,020" So 6207 6) + 6,07.03). (6) 

In order that the field equations be covariant under the infinitesimal 

transformation, it is sufficient to require that the LAGRANGIAN transform 

according to = 

5L 0", (7) 

as a result of the infinitesimal transformation of the field variables. 
Here dL has the same significance as before, namely 


OL = L(Va(x") ; ¥a,e) — L(ya(2") 5 94,0): (8) 
As a direct consequence of the covariance requirement and the trans- 
formation law for the y4, one obtains four identities 
Fale LA) y + Vay L4 =. (9) 
These can be called the generalized Bianchi identities and they play the 
analogous role in this theory of the BIANCcHI identities in the general 
theory of relativity. Upon substituting the expressions for L4 and L4,, 
one must require that similar types of terms cancel each other identically. 
This leads to three identities derived from equation 9 which we will 
now record. 
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The terms leading to third derivatives must cancel each other | 


identically, and therefore one gets 
) Pe YB Vo, oor — 9: (10 a) 


This means that upon symmetrization the coefficient of yc,o7, must 
vanish identically 


[4 Cot 


Cae Vp LA ©?) ym =0. 
L4 Coo oh A Tat ee abe LAT ay 
Here the subscript SYM means that the quantity in brackets must be 


(10 b) 


symmetrized with respect to g, 0, t. As will be seen, this identity results | 
in the determination of the equations of motion of the singularities — 
from the field equations and plays the role in this theory of the lemma _ 


in reference 1, page 3. 

Two other identities can be obtained from the equation (9) but 
these identities do not seem to play an important part in the equations 
of motion. As far as the authors know, no one has been able to demon- 
strate their significance, although conceptually they are just as funda- 
mental as equation (10 b). It would seem that a clarification of their 
role in the theory is badly needed. These two identities will be spelled 
out for the sake of completeness. The first is 


(FES WAC ONS Fy 0 WAC Or Or ee ee ie eae 
(11 a) 
which results in 
[2° (Bato WACO) eee =O (11 b) 
where 


WAC okt = a4 AC OMT ae {Avr peso at {Arce 


This identity arises strictly because of the non-linear terms and would 
not exist in a linear theory. As has been said before, the effect of this 
identity (11 b) on the motion of the singularities has not been made 
clear. 

The last identity is 


(fun ai 01,04) | ao (Fa Vp W 4 Sees ym + 
a Fai YB re aS "] ¥u,x Vo,0v = 90 (12 a) 
which results in 
(Fag + 0,04) L°°4? (Fa yg Whe 8 
oF Vg Oo ee, ‘ (12 b) 


All terms in this identity except the first would not exist in a linear 


theory. The meaning of this identity is also obscure. 
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4. The Approximation Method 


The field variables y4 are expanded in the form of power series 
ith respect to some parameter of smallness 4 (A might be »/c) 


0 1 2 3 1 
Ma = 94 4 4 ys By eS Dy M ya. (13) 
1=0 


where the index above the yg, indicates the order of the approximation 
0 
d 4’ means / to the /-th power. The y4 are constant solutions of the 


0 
field equations; for example, in the general theory of relativity the y4 
are the MINKOowSKI metric of flat space-time. 

The terms L4 are expanded likewise 


0 1 2 3 
ASIA Al44+ 214+ BIA... (14) 


where the objective is to satisfy successively each approximation of the 
field equations. The assumption that the field variables change no 
faster than the motion of the singularities requires that the forming 
of time derivative raises the order of the time-differentiated quantities 
according to the scheme indicated on the next page. 


1 2 3 
VA,r — AVA =e Ae VA,r a5 43 VA,r = oa 


1 2 
= Ag aan se APY 4a ae 


VA,4 
1 2 
VAs = MygatAeyaat... (15) 
1 2 
VA 4r = A yaar +A? yaart . 
1 2 3 
VAs, — 7) VA,rs == YK VA,rs =r A3 VA,rs SE Sa & 


Similar expansions can be given for each quantity appearing in L4 
{equation 3). For example 


0 1 2 
gAACoHr — QA ACoHr + A OAAC eH 1. 22 QA ACoHt 4 ae (16) 


When all the expansions are so made, one obtains 


0 
[4= 0. 
1 0 1 
[A eee nCs VC ms: (17) 
2 0 2 0 1 0 1 
ea MOOR hp AOC EG — LAP A YG 44 

1 


| 0 1 1 1 7 

| WAR Cs yn Voip — LA"? ye we. 
| Before listing the higher approximations, it is well to notice that if 
| 1 2 

| the first approximation (L4 = 0) has been satisfied, all terms in L4 


except the first one are already determined as a result of solving the 
first approximation. In the same way 
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3 0 3 ‘ ; 
L4 =—L4"s yen, + other terms of lower approximation 
4 0 4 ' 
[4 =—L4*s ye; + other terms of lower approximation 
n 0 n : : 
L4A =—L4"¢s y¢,,, + other terms of lower approximation. 


One notices that in any approximation all terms but one belong to a 
lower approximation and, therefore, are known if the field equations 
of the lower approximation have been satisfied. This is of fundamental 
importance in motion of singularities. 


For the first approximation the identity (10 a) becomes | 
oS 1 
Bo Wig PAO (18) 
1 . 
regardless of whether the yc,nsy Satisfy the first order field equations 
or not. As a consequence of this, one obtains 


Z Br 9 ee nCs d —_ 
Pn VBe *Vonsr = 9 (19) 
where we is the /-th approximation to the field variables yc. For this 


identity to hold the yeas do not need to satisfy the field equations. 
of the /-th approximation. 
One begins the approximation procedure by solving the first 
approximation to the field equations 
1 0 
PASS eet (20) 
This is a system of linear homogeneous, partial differential equations 


1 
for the yc. The solution is determined up to arbitrary functions of the 


time. In the general theory of relativity, this solution has poles indicating | 
the presence of singularities. One usually considers the arbitrary func- | 


tions of the time as the positions of the singularities®. Only simple poles 


1 ; : ; 
are considered and the ye (containing the arbitrary) time functions 
are er as known for the second approximation: 


9 


2 2 0 1 0 1 1 1 
[A _— __[Ancsy Wiens s— LAMC8 ye yg — TASES yo gg — LACS ye, oe 


0 nat 1 
= W4Brcs VB VC, c= 0. (21) 
This i : a system of linear inhomogeneous partial differential equations. 


for the ve as unknown. However, before one actually solves these 


equations for the second approximation, it can be shown that the 


second approximation, if it is to exist, imposes conditions on the first | 


ge already obtained. To this end we multiply equation (21) | 


by F ah ae and obtain | 


Aye 


® See reference 1; page 3. 


2 
Pity tt Se) (22) | 
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only in regions where the field equations are satisfied. Now we integrate 
these equations over a closed two-dimensional surface surrounding one 


Singularity: 
» 2 
(p Pan tate' Seas n, ds mans 


0 
= ¢p ed 1 ¥g° (terms of Ist approximation only) n, ds. (23) 


Since the relationships (19) are satisfied regardless of the choice of 
second order field variables, it is possible to satisfy the field equations 
outside the singular regions and to continue the second order variables 
throughout the interior of the singular regions with arbitrary continuous 
and three times continuously differentiable functions. Then Gauss’ 
theorem can be applied to the three-dimensional domain which includes 
‘fa singular region but which is bounded by a closed surface on which the 
field equations are satisfied, that is 


(prt! [Aney on, as = [| [#3 pans? Ve 2p4V-= 0. 


(24) 


The volume integral is zero because the integrand is zero according to 
equation 19. This equation plays the role of the closed surface integral 
of a curl vanishing in the theory of relativity. Therefore, one obtains 
as a condition on the first approximation 


¢p Eo, vp (terms of first approximation) n,dS = 0. (25) 


If the surface integral encloses a singularity, these four conditions 

(u = 1, ...,4) represent the three equations of motion and the con- 
servation of mass. These conditions give differential equations to be 
satisfied by the arbitrary time functions; that is, the three coordinates 
of the singularity y’(t) and y(t) where yw is the mass of the singularity. 

. The same situation is maintained with all the higher approximations 
as can easily be seen by examining equation 17. In each case the approxi- 


mation to be determined, Vo enters the equations in exactly the same 
form. In each approximation, we get conditions of the type (25); that 
is, in the /-th approximation one gets surface integrals involving the 
- (/— 1)-th approximation. 

If the surface encloses no singularities, the integral (25) vanishes 
identically and, therefore, gives no condition on the first approximation. 
| This can be shown by considering the generalized BIANCHI identities 
| which give in second approximation 


1 
| PES TA, == 4) if L4 =0 throughout the domain V. (26) 


94 PenFIELD and ZarzxKis: On the Determination of the Equations of Motion” 


Remembering that 


2 0 5 
aie Vous + terms of lst approximation (27) 
occurring in equation (25), 
and that 

Bro lp anees = 
Ey a te Vonst—9, (28) 

one sees that 

0 

love yp, ° (terms of Ist approximation) ,=0. (29) 


Therefore the surface integral 


0 
tp Le yp (terms of lst approximation) n,dS 


vanishes, because it can be changed into the volume integral (in the 
absence of singularities) 


feat 0- 
whale Le y, ‘(terms of Ist approximation), dV 


whose integrand vanishes identically. 


Uber die Berechnung von Kernmomenten nach 
dem Schalenmodell 


Von 


T. Kasseeker und P. Urban 


Institut fiir Theoretische Physik der Universitat Graz 


(Eingelangt am 16. Juli 1955) 


Einleitung 


Durch die Kernmomentforschung wurde in den letzten beiden Jahr- 
zehnten ein groBes Material an Zahlenwerten iiber Drehimpulse, ma- 
gnetische Dipolmomente und elektrische Quadrupolmomente der Atom- 
kerne zusammengetragen. Eine eingehende Beschreibung der ver- 
schiedenen experimentellen Methoden gibt N. F. RAMSEY in seinem 
Beitrag zu dem von E. SEGRE herausgegebenen Buch ,,Experimental 
Nuclear Physics” [1]. 

Auf Grund der wiederholt veréffentlichten Zusammenstellungen des 
umfangreichen empirischen Materials (z. B. der Tabellen von Mack, 
QAJZENBERG und LAURITSEN oder KLINKENBERG [2] konnten gesetz- 
maBige Zusammenhange zwischen den Momenten und dem Kernaufbau 
festgestellt werden [3]. 

Zu den ersten Versuchen einer theoretischen Berechnung gehdért die 
von TH. ScHMIDT [4] erkannte allgemein giiltige Beziehung zwischen 
Kerndrehimpuls und magnetischem Moment. Ausgehend von der An- 
dnahme, daB der Drehimpuls / eines Kerns mit ungerader Massenzahl 
gleich dem aus Bahndrehimpuls 1 und Spin } zusammengesetzten 
Gesamtdrehimpuls 7 = 1 + } des einzelnen Nucleons (Neutrons oder 
© Protons) sei, berechnet er das diesem einzelnen Nucleon zukommende 
magnetische Moment fiir die Faille 1= J—} und 1=/J +} als 
» Funktion von /. Die empirisch gefundenen Momente aller Kerne mit 
5 ungerader Massenzahl liegen zwischen diesen beiden ,,SCHMIDT-Linien”’, 
‘die im J — yw Diagramm im Falle des einzelnen Protons mit / steigen, 
im Falle des einzelnen Neutrons horizontal verlaufen (das magnetische 
‘Moment des Protons besteht aus einem dem Bahndrehimpuls und einem 
‘dem Spin proportionalen Anteil, das des Neutrons nur aus einem dem 
‘Spin proportionalen Term). Da Kerne mit gerader Massenzahl im 
' Grundzustand den Drehimpuls / = 0 besitzen und weder magnetische 
)noch elektrische Momente aufweisen, paBt gut in dieses Bild. 
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ELSASSER, HEISENBERG, BETHE u. a. [5], [6] hatten bereits damals 
ein Einteilchenmodell, das der Individualitat der Nucleonen im Kern 
Rechnung tragt, mit Hilfe des schon frither zur Beschreibung der Elek- 
tronenhiille verwendeten HARTREE-Verfahrens entwickelt. (Die Wechsel- 
wirkung eines beliebig herausgegriffenen Nucleons mit allen anderen 
wird durch ein zentralsymmetrisches Hilfspotential ersetzt, indem sich 
jedes Nucleon unabhangig von den restlichen bewegt.) Aus der Lage 
und Multiplizitat der Energieniveaus, die aus dem Oszillatorpotential 
fiir leichte Kerne, bzw. aus dem Rechteck potential fiir schwere Kerne be- 
rechnet wurden, konnten die ersten drei ,,magischen Nucleonenzahlen“ 
erklart werden. Mit diesem Ausdruck werden die Protonen-, bzw. 
Neutronenzahlen derjenigen Elemente bezeichnet, die sich durch ihre 


groBe Bindungsenergie, die Zahl ihrer Isotopen und ihre kosmischen — 
Elementhaufigkeiten deutlich gegeniiber ihren Nachbarkernen aus- — 


zeichnen. Neben diesen Daten, die den AbschluB einer Nucleonenschale 
im Kernaufbau manifestieren, weist auch die groBe Zahl der isomeren 
Zustande der Kerne mit fast voll besetzten Schalen sowie der Vor- 
zeichenwechsel des Quadrupolmoments beim Ubergang von einer 
Schale zur nachst héheren [3] deutlich auf die Schalenstruktur hin. 
Die Tatsache, daB sich fiir die Protonenzahl Z und die Neutronenzahl N, 
unabhangig voneinander dieselben magischen Zahlen herausheben, ob- 
wohl bei den stabilen Kernen der NeutronentiberschuB N — Z mit zu- 
nehmender Massenzahl A = N + Z systematisch anwéachst, ist die 
wichtigste empirische Rechtfertigung fiir diese Kernmodelle, bei denen 
den einzelnen Nucleonen ein hohes Ma8 von Individualitat im Kern- 
gefiige belassen bleibt. Berechnungen der Kerndrehimpulse und der 
magnetischen Momente der leichten Kerne (bis N = 20) im Rahmen der 
Einteilchenmodelle fiihrten unter anderem BETHE und ROSE, PHILLIPS 
und NORDHEIM [7] durch. 

Unter den zahlentheoretischen Ableitungen der magischen Nucleonen- 
zahlen war die von E. BAaGGE [8] die einzige, die die beiden Zahlen- 
folgen 2,4, 8, 14,22 ... und 2, 6, 14, 28, 50, 82,126... als Funktiongs 
werte einer einzigen, von zwei Parametern abhangigen Formel lieferte, 
Die aus dieser Arbeit ersichtlichen Besetzungszahlen der einzelnen 
Nucleonenschalen waren der Ausgangspunkt fiir das von HAXEL, JENSEN 
und SuEss [9] ausgearbeitete Schalenmodell.  Gleichzeitig folgerte 


M. GOEPPERT-MAYER [10] aus einem Vergleich der magischen Nucleonen- | 
zahlen mit der Multiplizitat und der Lage der Energieniveaus in dem von — 
FEENBERG und WIGNER [5] berechneten Einteilchenmodell, daB eine — 


Aufspaltung jeder Nucleonenschale in zwei durch eine relativ groBe | 
Energiedifferenz getrennte Unterschalen angenommen werden muB. 
Als Ursache dieser Aufspaltung postulierten beide unabhangig von- 


eimander eine starke Spin-Bahn-Kopplung fiir die einzelnen Kern- 


teilchen; dadurch zerfallt jeder durch einen bestimmten Bahndreh- | 
impuls | charakterisierte Zustand in zwei weit getrennte Niveaus mit | 
dem Gesamtdrehimpuls 7 = 1 —- } und 7 = 1 + 4, wobei der letztere | 


der energetisch tiefere ist. Der Abstand betragt ungefahr das zwanzig- 
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ache der bei den Hiillenelektronen auftretenden Dublettaufspaltung und 
‘teigt proportional 1 an. Die Gesamtdrehimpulse der Nucleonen, deren 
Zustandsfunktionen wieder nach dem HARTREE-Verfahren mit dem 
Oszillator-, bzw. Kastenpotential berechnet werden, setzen sich vek- 
oriell zum Drehimpuls des Kerns zusammen, und zwar in der Weise, 
ida8B der Drehimpuls paarweise vorhandener Nucleonen Null ist. Die 
Z ustandsfunktion des Kerns ist wegen der Giiltigkeit des PAULI- 


tdie oe. sowie die empirisch pofuntienen J- und sate 
Uberraschend gut wieder [11], kann aber noch nicht die volle GréBe der 
Abweichungen von den ScumiptT-Linien erklaren. Immerhin konnte 


“besser mit der Erfahrung tibereinstimmen, als die unter Verwendung der 
“RusseEL-Sounders (LS)-Kopplung ermittelten. INncLis [13] zeigte, daB 
ib ei Annahme einer mittleren Kopplung die 7 —7 Kopplung iiberwiegt. 
4Das Vorzeichen der Quadrupolmomente wird durch dieses Modell 
richtig wiedergegeben, wahrend sich ein besonders fiir die schweren 
wKerne zu kleiner Absolutbetrag Q ergibt. 

Diese Unstimmigkeiten veranlaBten AAGE Bour, RAINWATER u. a. 
4(14] zunachst, das groBe Quadrupolmoment der schweren Kerne durch 
eine Polarisation, bzw. Rotation des nicht kugelsymmetrischen Kern- 
mpfes zu erklaren und daraufhin aus einer Verbindung des in der 
heorie der Kernspaltung mit Erfolg verwendeten Trépfchenmodells 
it dem Einteilchenmodell das sogenannte ,,collective model“ zu kon- 
Wstruieren. Zur Rotations- und Schwingungsenergie des deformierten 
=Kernrumpfes addiert sich die Energie eines oder mehrerer ,,Leucht- 
ucleonen“’, die sich im Feld dieses Kernrumpfes bewegen. Die be- 
trechneten Q- und w-Werte riicken recht nahe an die beobachteten Werte 
Sheran, jedoch ist die Anwendung dieses Modells, wie BouR selbst aus- 
wfihrt, auf die schweren Kerne (A > 20) beschrankt. 

Es ergeben sich aber auch Mdglichkeiten, bessere Ubereinstimmung 
mit den empirischen Werten durch verhaltnismaBig geringfiigige Modi- 
ifikationen des MAYER-JENSEN Modells zu erzielen. AkITO ARIMA und 
*HisAsH1 Horie [15] konnten die Abweichungen von den SCHMIDT- 
Linien bis auf 10% verkleinern durch Mischung aller Konfigurationen, 
in welchen auBer dem unpaarigen Nucleon jeweils zwei Nucleonen der 
,letzten vollbesetzten Schale zum Drehimpuls des Kernes beitragen, fiir 
\die sie die Mischungskoeffizienten durch Stérungsrechnung ermittelten. 
,A. B. VoL_kov [16] berechnet magnetische Momente und verbotene 
; Dipoliibergange mit dem ,,statistischen Schalenmodell‘‘, in welchem er 
jannimmt, daB aus einer gréBeren Gesamtheit von Kernen gleich viele 
in jedem nach dem Einzelnucleonen-Schalenmodell méglichen Zustand 
,sind, was allerdings eine ziemlich willkiirliche Festsetzung darstellt. 
»Physikalisch sinnvoller ist es, die Kernmomente mit Hilfe der energe- 
\tisch giinstigsten Mischung zu berechnen, wie es SCHULTEN [17] durch- 
\fiihrt. Er konstruiert die Zustandsfunktionen der 1 s- und 2 £-Schalen 
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durch Abzahlung der zu bestimmten Drehimpuls- und Isotopenspin- 
Eigenwerten gehérigen Konfigurationen und behandelt bei der Energie- 
variation die Spin-Bahn-Kopplung als Storung der WIGNER-, HEISEN- 
BERG-, BARTLETT- und MayoranA-Wechselwirkung. A. FLORIAN [18] 
fiihrt zur Berechnung der Energieniveaus leichter Kerne ein allgemeines 
gruppentheoretisches Verfahren fiir die Aufstellung der Zustands- 
funktionen ein, deren Mischung wieder durch Energievariation ermittelt 
wird. 

Mit Hilfe der so konstruierten allgemeinen Zustandsfunktionen ist | 
es nun moglich, eine allgemeine Berechnung der Kernmomente durch- | 
zufiihren, das hei®t die Erwartungswerte der Momente explizit als_ 
Funktionen der Quantenzahlen der besetzten Nucleonenzustande an- » 
zugeben. Bei der Berechnung der Erwartungswerte fiir das elektrische } 
Quadrupolmoment und das magnetische Moment miissen keinerlei | 
einschrankende Annahmen itiber die Kernladungs- und Massenzahl sowie » 
iiber den Gesamtdrehimpuls und die Paritat getroffen werden, was eine } 
Erweiterung der Arbeit von SCHULTEN bedeutet, die sich auf die Be- - 
handlung von Kernen mit teilweise besetzter 2 #-Schale beschrankt. . 

Im Anschlu8 an diesen allgemeinen Teil werden fiir vier Kerne die 
Zahlenwerte ermittelt, wobei fiir die Kerne N! und O” experimentelle 
Vergleichswerte vorliegen. Die Ubereinstimmung mit den gemessenen 
Werten kann als befriedigend bezeichnet werden, wobei noch zu be- 
denken ist, daB die beiden Kerne N¥ und O?’ nur je ein Nucleon auBer- 
halb abgeschlossener Schalen besitzen und daher in diesem Spezialfall 
keine Verbesserung der Ubereinstimmung durch Variation der Energie : 
erreicht werden kann, wenn man wie iiblich alle vollbesetzten Schalen 
als Kernrumpf mit dem Drehimpuls Null behandelt. Die Naherung : 
in dieser Richtung weiter zu treiben, ware nicht sinnvoll wegen des = 
weitaus grdBeren LEinflusses des Wechselwirkungspotentials der : 
Nucleonen, tiber das grundsatzlich genaueres noch nicht bekannt ist. || 


I. Die Zustandsfunktionen 


Nach dem HARTREE-Verfahren wird jedes Kernteilchen fiir sich als: 
unabhangiges Teilchen behandelt und die Wechselwirkung mit den 
ubrigen Nucleonen durch ein zentralsymmetrisches Potential ersetzt. . 
Wir verwenden das fiir die leichteren Kerne zweckmaBigere Oszillator- - 
potential und nehmen fiir die einzelnen Nukleonen starke Spin-Bahn- - 
Kopplung an. Die Einteilchenfunktionen sind Lésungen der Wellen- - 
gleichung 


—h? IN SO Mn mw? 7? 
—— (oe Vo EE as 1) 
2m 2 mc oe ao 2 (1) } 
worin m = Masse eines Protons oder Neutrons, 
w = Kreisfrequenz des harmonischen Oszillators, 


V, = konstanter Anteil des Potentials, 
A = Konstante der Spin-Bahn-Kopplung, 
o; = PAuLische Spinmatrizen 
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01). hee ite 
Pog} a haty Do a tte oT od eae com ee 


1 > 
bp = (t X Pop) = Drehimpulsoperator 


bedeuten und lauten daher fiir die beiden Falle 
a) Spin parallel zum Bahndrehimpuls (7 = 1 + 4) 


v= LO, = tal?) in = 2) 

=Ne Be. dO BioRad (:. ee Pre + v— v= rat) 
b) Spin antiparallel zum Bahndrehimpuls (7 = 1 — 1/2) 

VL OF, = ful?) Cin = 3) 


Es sind die Funktionen L,,) (x) LAGUERRE Polynome 


fA (eka a (era) Py ieee 


nl “dat n—S s! 
s=0 
: * ee) 
mit der Abkiirzung a = a 


und P;” Kugelfunktionen 
2741, vw Vem)! (—m)! E ae 
4a ~ “~~ s!(s—m)!(l—2s +m)! 
-sin P4—™ cosa Tm ime 
Pi” = (—1)" P,™. 
N ist ein Normierungsfaktor, der so gewahlt wird, daB 


oa 


[wear = 12 


. . . . . . =F 
Bezeichnen wir die Eigenfunktionen der Isotopenspinoperatoren Tt” 


und 
| [0a ye mien 
| ie Nii) ane | fk) a AS Ove] / 


Seer? und t— (t,¢+ =i+, 7,7 =—?°) 

iz heiBen die Nucleonenfunktionen 

| py! pe fiir ein Proton und 

Tee A fiir ein Neutron. 

7 
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Wir wollen im folgenden die Quantenzahlen zur Bezeichnung des | 


Energieniveaus und der Zustandsfunktion eines bestimmten Teilchens 
verwenden. 

Fiir allgemeine Rechnungen, bei denen es auf den Zahlenwert der 
einzelnen Quantenzahlen nicht ankommt, nehmen wir zur Haupt- 
quantenzahl », der Bahndrehimpulsquantenzahl /, der Gesamtdreh- 
impulsquantenzahl 7 und der magnetischen Quantenzahl m noch eine 
symbolische Isotopenspinquantenzahl ¢ = + 1/2 dazu und bezeichnen 
die Zustandsfunktion des 7-ten Nukleons mit 


Wi = Ni, bi, Ji, Mi, Gs = 
= (6,12 t+ + 6;,—12 1) Yi, bi, i, mi 


Zustandsfunktionen zu verschiedenen Energieeigenwerten (mindestens — 
eine Quantenzahl verschieden) sind orthogonal zueinander. Es ist daher, — 


wenn wir mit g die Gesamtheit aller Koordinaten eines Nukleons be- 
zeichnen 
(Drracsche Schreibweise) 


* 
< Yn, 1, i, mt | Pn’, m’ > = 


= po [ Yu j, m, t (q) Wn’, V, 7’, m’, t (q) dq = 


1 fir «=e 
= Onn’ On! Oji/ Om’ Ox’ Oik = ‘ fir i ') 
wottir wir auch kurz 


= On 17, mt) wt. 9 mi a seoreipen, wollen: 


Mit dem Zeichen 2 f{ sei angedeutet, daB es sich sowohl um eine | 


Integration tiber 7, 9,q als auch um ein inneres Produkt in Spin- und 
Isotopenspinraum handelt. 


Werden dagegen Nucleonen in bestimmten, fest vorgegebenen I 


Energieniveaus betrachtet, so verwenden wir die fiir die Elektronen der 
Atomhiille gebrauchliche spektroskopische Bezeichnungsweise: Die 
Terme werden je nach dem Wert der Bahndrehimpulsquantenzahl 
i=0,1,2,... mit den Buchstaben s, 4, d, ... bezeichnet, neben deg 
Buchstaben wird links die Zahl (7 +/+ 1) geschrieben, rechts unten 
werden die Zahlen 27, 2m angegeben. Rechts oben soll das Zeichen * 
oder ° andeuten, daB es sich um ein Proton, bzw. Neutron handelt. 
Zur Erlauterung ein Beispiel: Der Energieterm oder auch die Zu- 
standsfunktion eines Protons mit m= 0, /=1, 7 = 3/2, m= — 1/2 
wird charakterisiert durch 
2 p3,—1, 
bei einém Neutron mit» = 0, 1 = 2, 7 = 6/2, m = 3/2 durch 


3 d5,3. 


Der aus ” Nucleonen bestehende Kern wird nach dem HARTREE- | 


Verfahren als System von ” unabhangigen Partikeln betrachtet, die } 


sich im gemeinsamen Potentialfeld bewegen. Als Teilchen mit halb- 
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zahligem Spin gehorchen die Nucleonen ebenso wie die Hiillenelektronen 
dem PAuLI-Prinzip, das heiBt sie werden durch die Fermi-Statistik be- 
schrieben. Die Zustandsfunktionen des Kerns sind daher SLATER- 
Determinanten 


Yil%) —-o%1)--- Pn 4) 
ne is Vals) Ya(d2)--- Pole) (5) 
'Yidn) —Ya(Gn)--- Yn (Qn) 


orin wir fiir Pn,, 7;, j;, m; 1; Kurz y; geschrieben haben. Im folgenden 
wird zur Vereinfachung das Symbol 
D={Py Yo ++. Yn} 
erwendet. Durch die Antisymmetrie dieser Zustandsfunktion kommt 
‘zum <Ausdruck, daB ein und dasselbe Energieniveau nur von einem 
i sinzigen Teilchen einer Sorte besetzt sein kann. 
| Die Differenz der Energieniveaus mit gleichen n- und /-Werten ist 
<lein gegen die der Niveaus mit verschiedenen m- und /-Werten, daher 
tiegt es nahe, Nucleonen mit denselben - und /-Quantenzahlen zu einer ° 
‘Schale zusammenzufassen. Es gibt also zu jedem Wertepaar n und / 
e eine Protonen- und eine Neutronenschale. Der energetisch tiefste 
Zustand (Grundzustand) eines Kerns ist daher jener, in dem die Schalen 
Mhiedrigster Energie médglichst voll besetzt sind. Die Nucleonen einer 
*1-l-Schale werden durch die starke Aufspaltung jedes Niveaus in die 
u 7 =/-+1/2 und 7 = /—1/2 gehorigen Niveaus infolge der Spin- 
~Bahn-Kopplung in zwei Unterschalen getrennt. Die Aufspaltung ist 
droportional / und so groB, daB die Terme 5 g, und 4 d, nahe beieinander 
Fiegen und die Terme 4 /; und 3 , sich in der Reihenfolge vertauschen, 
im nur einige Beispiele dafiir anzufiihren [9]. 
Die in den Einteilchenfunktionen linearen SLATER-Determinanten 
“sransformieren sich nach der 
Dig 88S Dips dw Fe Dap ae Dye 
)Jm die Tatsache zu erklaren, daB gg-Kerne (gerade Protonen- und gerade 
)Neutronenanzahl) im Grundzustand einen Gesamtdrehimpuls 7 = 0 be- 
mitzen, dagegen wg- und gu-Kerne im Grundzustand denselben Dreh- 
impuls wie das unpaarige Nucleon besitzen, mu8 man annehmen, 
‘HaB je zwei Teilchen einer -/-j-Schale mit den magnetischen Quan- 
syenzahlen m und —™m sich nach der Dy transformieren (Hauptargu- 
iment fiir das Einzelnucleonen-Modell). Die Nucleonen einer vollen 
- 1-l-j-Schale transformieren sich daher nach der Dp, ebenso natiirlich die 
!Nucleonen einer vollen n-/-Schale. Der Transformationscharakter der 
15LATER-Determinante ergibt sich daher aus dem direkten Produkt 


Dy X Dy X Dy. = DD), 


a 


“vobei D;,, D;,, die Darstellungen der Drehungsgruppe sind, nach denen 
‘sich die unpaarigen Partikeln der nicht vollbesetzten Schalen trans- 
formieren. Daraus ergeben sich verschiedene Méglichkeiten fiir die D, 
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und damit ae den a ee J(J +1) des Gesamtdrehimpuls- 


operators i o = aa Zur Beschreibung eines Kernniveaus mit be- 
stimmten (experimentell festgestelltem) J kénnen nun alle die SLATER- 
Determinanten herangezogen werden, die sich nach der 3; _ trans- 
formieren. ; 

Weiters ist das Transformationsverhalten der SLATER-Deter- 
minanten im Isotopenspin-Raum zu untersuchen. Da die Einteilchen- 
funktionen Substrate der D12 (Eigenfunktionen von 1/2 tT, zum Eigen- 
wert ¢ = + 1/2 fiir das Proton, ¢ = — 1/2 fiir das Neutron) sind, trans- 
formieren sich die SLATER-Determinanten nach der 


Dije Xie Kk «ne, Dy2= > Dr. 


Die Eigenwerte von T? = (Xt)? haben keine physikalische Bedeutung, 
dagegen sind die Eigenwerte von T, = 273, die wir Mr nennen wollen, 
durch die Zahl der Neutronen und Protonen des Kerns bestimmt. Die 
Ausreduktion der Drehungsgruppe im Isotopenspinraum fiihrt also 
ebenso wie die im Raum des Gesamtdrehimpulses zu einer Auswahl der © 
zulassigen SLATER-Determinanten: es kénnen nur solche verwendet 
werden, die sich nach Darstellung D7 transformieren, in denen der durch 
Kernladungszahl und Atomgewicht vorgegebene Wert Mr vorkommen . 
kann. 
Das Verfahren zur Aufstellung der Zustandsfunktionen 
Oy = 4, Ds + do Des ¢..; (6) | 
die sich nach einer Darstellung D;, aber unter Umstanden verschiedenen } 
Darstellungen D7 transformieren, ist ausfiihrlicher von A. FLORIAN [18] | 
beschrieben. 
Zu beachten ist schlieBlich noch das Transformationsverhalten der ‘ 
Zustandsfunktionen beziiglich Raumspiegelungen. Zur Beschreibung #) 
eines Zustandes gerader (bzw. ungerader) Paritat kOnnen nur SLATER- - 
Determinanten herangezogen werden, die eine gerade (bzw. ungerade) ) 
Anzahl von Einteilchenfunktionen enthalten, die beziiglich einer Raum- - 
spiegelung antisymmetrisch sind. 


II. Die Operatoren der Kernmomente 


Die Operatoren der elektrischen Multipolmomente definieren wir! 
durch 


n 


l 
Qhop = >) e— (L+ tf) 1} Ph (9,9), (7)/ 


9 
a 
oat | 


wobei die Summe tiber alle » Nucleonen des Kerns zu erstrecken ist [19]. 
Dann ist das elektrische wise eee fee durch den Er+ 


wartungswert des Operators O bop im Zustand /, | 


16z ‘ 0 1! 
v= e = ase (D7; |\Q20p|P77). (8) 


5 
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as magnetische Moment in spektroskopischem Sinn ist der Erwartungs- 
ert des Operators [19], [20] 


1 > 
lop = ——— (J M 8) 
Zustand J/;= J, 
r enthalt die beiden Operatoren 
Las n wre i 
fice: (2 ee | (Gesamtdrehimpuls) 


— Zz 


d 

~ =e ire (magnetisches Moment des Kerns; 
a oS 18) 1 = hs S] tw eh 

~~ f eS es > mo hermmagneton) 


&s = (1 + T3) mp + (1 Ts) tn | 
| gyromagnetische Faktoren 


p lg = + 2,79255 uy = magnetisches Moment des Protons 
n [lg = — 1,91280 uy = magnetisches Moment des Neutrons. [21] 


Ul. Berechnung der Kernmomente 


Berechnung der Matrixelemente eines Operators Q, der sich nur aus 
inteilchen-, bzw. Zweiteilchenoperatoren zusammensetzt. 


n 


i=l 


Spezialfalle: 
Le D,=D, 
(D3y|2| Ds) = DS" ¢ vy, (4) |2(%)| yal)? (10) 
j wm =1 
22. D, und D, unterscheiden sich in einer Nucleonenfunktion 
yl) Ay), yo) = y?) fiir Be Lega 1 ok 4 (11) 


(Dj |Q] D2) = (vl * (gy) |2(@)| vl? (a). 


* 3. D, und D, enthalten zwei oder mehr verschiedene Nucleonen- 
 fanktionen 


(Dj |Q| D2) = 0. (12) 
I! y 
Bh Une a: (Gis Uk) = es Q(9i, Ix) 
K Le. t,o 
i<k ifk 


Q(4i; Ue) = QU, Hi)- 


eh ha ae 
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Spezialfalle: 
L Do=D), 
(DD) Sy) cy *( (91) Pow * (92) |2(91» 9) | ° (13) 
7,m=1 
* ram 


‘ ly? (41) yy (Y2) —y) (41) yo (q2))- 
2. D, stimmt bis auf eine Nucleonenfunktion mit D, tberein 


pay whe ve fiir =1,2,...04i (a 
{Dj |Q| D,) = Di Cp (aa)* yO* (Ye) |Q (G1 92) ° 
oan 


: Ly? (41) ) yl (Ja) —y” (94) ye) (9s))- 


3. D, und D, unterscheiden sich in zwei Nucleonenfunktionen 
Ay (15) 
yo =y fir r=1,2,...,n i,k 
yO zy 
(Dy |Q| Dz) = (y (a4) vk) * (92)|2 (Gu 9)| 
ly (41) ve? (42) — ve? (1) I (4o))- 


4. D, und D, enthalten drei oder mehr verschiedene Nucleonen- : 
funktionen. 


(Dz |Q| Dz) = 0. (16) | 


A. Elektrische Multipolmomente 

Da der Operator ‘ 
pS ee ee (17) |} 
4=1 
aus einer Summe von Operatoren besteht, die jeweils nur auf die Zu- - 
standsfunktion eines einzigen Partikels wirken, verschwinden bei der * 


Bildung des Erwartungswertes in einem Zustand ®;y (im folgenden } 
kurz ®) (6) einige Glieder identisch: In 


(D* |i.» |©) = (_D” a, DF |Ohop ee 


ae 18). 
= Ser Oil D) + Yat (Ohy D> 08) 

; ee | } 

sind nach (11) und (12) nur diejenigen Terme der zweiten Summe von} 
Null verschieden, deren SLATER-Determinanten bis auf eine Nucleonen- +} 
funktion iibereinstimmen, und diese liefern nur je einen nicht ver-+ 
schwindenden Ausdruck, das Matrixelement des Einteilchenoperators 


Uber die Berechnung von Kernmomenten nach dem Schalenmodell 105 


ir den Ubergang zwischen den beiden verschiedenen Einteilchen- 
ustanden 
(Dr |Qhop| Ds) = Cyl™ Jeg, 7? Pi | yf 
D, = {Yr Po --- Yh) -.. Ya} 
wenn (s) 
D, = {1 P2 ++ YE eves 
ve Ay 


qDagegen ergibt jedes Glied der ersten Summe alle » Erwartungswerte 
-fles Operators in den verschiedenen Einteilchenzustanden [vgl. (10)] 


(18 a) 


De | D>, Cin] D) =p Cur tea PHL ey (1S B 
i=1 i=1 
#Um die Erwartungswerte des Operators fiir beliebige Kerne zu be- 
frechnen, geniigt es also die Matrixelemente 


| (p* leg Pi ly’) (19) 
Shutzustellen. 


Uber die Quantenzahlen der beiden Nucleonenfunktionen y und yp’ 
tin (19) kénnen von vornherein einige Aussagen gemacht werden. 
wStammen yw und y’ aus derselben SLATER-Determinante, so sind die 
Mbeiden Funktionen identisch (180), stammen sie aus verschiedenen 
SLATER-Determinanten, so sind es nach (18 a) die einzigen voneinander 
erschiedenen Nucleonenfunktionen, die in den beiden, in allen anderen 
WNucleonenfunktionen iibereinstimmenden Determinanten D, und D, 
enthalten sind. 

D, und D,; miissen gleich viele Protonenfunktionen und gleich viele 
/Neutronenfunktionen enthalten, also mtissen die Isotopenspinquanten- 
tzahlen von wy und y’ gleich sein 

==t. (20) 
) AuBerdem sind die beiden SLATER-Determinanten Eigenfunktionen des 
*Operators J; zum selben Eigenwert M, der durch die Summe der 
m-Quantenzahlen der  Nucleonenfunktionen gegeben ist, weshalb 
Diane 0) 

| i=1 i=1 

sein mu8. Daraus ergibt sich 
m=, (21) 
|Auch eine Bedingung fiir die Drehimpulsquantenzahlen von y und y’ 
‘kann ganz allgemein abgeleitet werden: Die zur selben Zustands- 
-funktion ®;y gehérigen SLATER-Determinanten miissen gleiche Paritat 
 besitzen, es muB 

ZI; x\°) 

| (—1)"* =(-}) 

,sein, also (— 1)! = (—1)", oder 

1+ 1'=0 (2) i—l'=0 (2). (22) 


106 T. KassEcKER und P. URBAN: 


Aus der Form des Operators und der Gestalt der Nucleonenfunk- 


tionen 
Wn, 1, j, mt = (dr, 1/2 tt + Or, —1/2 i) 


fut (1) Qim, (8,) mit — (2), (8), (4) (23) 
geht hervor, daB die Matrixelemente in einen radialen Beitrag, einen 
vom Isotopenspin herriihrenden Faktor und einen Winkel- und Spin- 
anteil zerlegt werden kénnen: 


(Pm time 9 1 P) |Qaop | Yn’, 7,77, m1) = 


q(t) 9(7) 9a, 9, @); (24) 
q(t) = eld, yatt ++ 6:12 0) gy * | 
: (Oy, ott + dy, 122°); (25) | 
a= | tut )P* fy v(r) Pdr; (26) 
q(o, 3,g) = fi -n)* Po OF, Sin Odd dy. (27) 
Der vom Isotopenspin erzeugte Faktor g(t) ist 
q(t) _ e(0r, 1/2 (pr + Ones 1/2 t9) Or, 1/2 jC Or, 1/2. (28) 


Berechnung des Winkelfunktions-Antetls 


Werden in (27) die Funktionen Q;,, aus (2) und (3) eingesetzt, und : 
die Produkte im Spinraum ausgefiihrt, so fallen einige Glieder wegen — 
der Orthogonalitat der Einheitsvektoren v, und v_— weg. | 


|: q(o, dv, 9) = | P Qj, “mM dw = re, 


e 
ay 


5 2 2 
= a Crys fet Peas ate (dw = sind di dq) Ci 
sedge Ua) Pe Pos ade. 

Fiir das Produkt PY P7'="? gilt die Zerlegung 
1+)’ ; 
Pe Le ee pe Anne Pee -m! (30) 


L=Max ( ay m’|, ly 
L—l’—l= 0 (2) 


mit 
|) Ay OME (2/41) FM a ane 7: 
WL 4n(2L £1) ee ihe (—1) jek 


a Ty 21 areca ad : | 


L+i—!l b+ 1' 


VC my! Cm) my — mL EM | 
(-—m—v)! (L+m—l' + y)! (' +m'—yv)! (L ee ar | 


Uber die Berechnung von Kernmomenten nach dem Schalenmodell 107 


s ist die ,,CLEBSCH-GoRDANsche Reihe‘‘, die gruppentheoretisch 
eicht herzuleiten ist. 
Wegen der Orthogonalitat der Kugelfunktionen ergeben sich durch 
insetzen der Reihe 
UV+a 
Pt pmti? = py At} mi 12 pytme ye 
L= hentia ,|’—A]) 


elche als Spezialfall von (30) gefunden wird, in (29) nur von Null ver- 
chiedene Glieder, wenn m—1/2 =u +m—1/2 oder m+ 1/2 = 
g—pw+m-+ 1/2, also 


AN) und Teed (31) 

st. / muB also die nach (30) fiir L geltenden Ungleichungen erfiillen: 
Il+aA 

12 |'—]| (32) 


I—l’ —A=0(2). 
Fassen wir nach demselben Verfahren (P7"*"?)* und P% = (P7“)* 
usammen, so verschwindet g(o, #,q) nur dann nicht, wenn 
=o und i (33) 
ist. Daraus folgt fiir /’: 
U<l+aA (34) 
> ll—Al. 
Ein pichtiver SchluB kann aus (32) gezogen werden, wenn man 
(22) beriicksichtigt: Es muB 
A= 0(2) (35) 
sein, das heiBt es kénnen nur Momente von elektrischen Multipolen 
gerader Ordnung auftreten. 
Bei der Berechnung von (29) ergeben sich fiir die Einstellméglich- 
keiten des Spins parallel oder antiparallel zum Bahndrehimpuls in 
wy und y’ die vier verschiedenen Falle: 


[i gofeie, gel 1/2 


> 71 are y 
Fe 8.9) — | (EEO) ppm Sap rete 
L 


+ RR en anise eo ‘aw = (36) 


| 2727’ ; 
| AG = m) (7 an m) Om—1/2 , [(j —m) ch —m) ih -1/2 
| = Ho Boia s ajay 


2. 7=1+ 1/2, je 


FG EU 


GS ae 4om+1/2 
yi 2729 + 1) AVI 


~ 
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Sf Ils oe a 


oe Gare Lg. am Ate 
ses sa ) 27 + 1)2 7 


ce tie 1) (7 —" stn" 36 
alcae 2(7 + 1) 2 89 
4. 4 = 1—1/2, eats 


a (G—m +1) (7 —m +1) 0 m—1/2 
q(o, 9.9) = dal |/ 3G +1) 2G’ +1) Agger ae o 


ED ata 
| 2(j + 1) (27’ + 2) 


Spezalfalle: 
i K=O 
Zufolge (32) [oder auch (34)] muB Jl’ =/ sein. Mit 
BN lee ast 
4x 
ergibt sich g(o, 0p) = Tete 047 


2 Ae 2 (u = 0), Quadrupolmoment | 
Aus (33) und (34) geht hervor, daB l’ bei gegebenem / héchstens die ‘ 
drei Werte 

l=1+2,1,1—2 
annehmen kann; in gewissen Fallen (/ = 0,1) werden durch die Be- | 
dingung J! = | 
schieden. Die folgende Tabelle zeigt samtliche Werte von g(a, #, 9) 
fiir alle Kombinationen von J, /',7 und 7’. 


eee 
Adrian -\/2 Le 
m4V (2041 oer 


-VC+ m + 21/2) Um +1 FIP) C—m 4 
lL j=1+1/2, f= +1/2 
q(o, 8,9) = 2 3 | (+m4+5/2 ) (Lm + 3/2) aes (i —m+3]2) 
4(27 + 3) (27 + 5) 
2  gsl+lj2, j= —1/2 
wee 2 ee ae 
weed i eter Ty ene 3) Gis 5) 
9) te 12, oy J a ee 
qo, 3g) = 0 


4 | 


1/2) G—m + 1141/9 
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4, oe j =l'—1)2 


(6, 3,9) -\/2 5 3\/C+m+3]2) (lm + 1/2) (—m+3)2) (—m+1]2) 
_ 4(27 + 1) 21 +3) 


Aomry2 __ Vz. (Z + 3/2) (i! — 1/2) )—38m?+3m 
2, 1,1 = 2(27— 1) (21+ 8) 
eS f=i+12, f=elHip . 
eae fe |e ee eee 
sare hl) Bide 1) (27 4-3) 
x 7=1+ 1/2, 7 =U —1/2 
tar of ee 
pene lg T= 10th) 213) 
See pach 1/2, ft 4-1/2 
1/5 —3mVil+m+1]2) i—m + 1/2) 
ao, 0.9) = |/2 @/—l Q7+1 2! +3) 
Pye 1h, ff SBP 1P 
[5 (l+ 1/2) I—1/2) —3 m? 
a(o, 9.9) = |/—- 227 1)h 


Phd abe [5 3 

m 4\/(21—8) (21+ 1)-(2/—1) 
V+ m = 12) 0+ m—1 F 1/2) (—m £12) (—m—1 £12) 
lL j=i412, j=l +1/2 


[5 3 (+m+1/2) (--m— 1/2) — m+ 1/2) (i — m — 1]2) 
1.8.9) =|/- 4(27—1) 2741) 
meee. f—/412, - 7 =i —1/2 

q(o, 0,p) =9 


ees — 1/2, ff =t 41/2 


- 5 3m\/(l+m—1]2) I—m—1)2) 
eens \z: Gi sol 1) 21 1} 


P44. f=/-12, j= —1/2 

5 3) @+m—1]2) (+m — 3]2) (I—m—1]2) (Im —3/2) 
pie, °°) -\2. 4(21—8) 27—1) 
Berechnung des Radialteiles 


Wir gehen zunachst auf die LAGUERRE-Polynome zuriick; wir 
| 
setzen 
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21+3 cae Ta See a } 
ta 2n! Say ee yes ; 
a ee Deg BES (ar?) 
Ti + U3p2) 
in qg(v) ein 


at) = f fat) her ar = 
0 


TEV 38 n!\ n'\ 
= 2 s i O 
sae Vr +14 3/2) Pn’ +l + 3/2) 


» a pt VF AF2 TY?) (a r?) Eee 1/2) (a r?) dr 


und substituieren av? = x; damit wird 


A 
— > n\n’! 
aa 2 : 37) | 
Melee Vm +14 3/2)’ +0 + 3/2) (37) 
14V4+A+1 
tem 2% LU+4) (x) LO+U2) (x) de. 


Zur expliziten Berechnung dieses Integrals setzen wir fitr L’,+ ¥/? (x) 
die Potenzreihe ein 


, 
n 


aes hy nin’! (—1)s 
= 21) ates : 
alae 2 | Tn +1 + 3/2) P(’ + + 3)2) a s! 
n! a I ats 1/2 ~ Et 
See fo De Bel 9 We dx. (38) | 
Es gilt fiir 
Ln, 8.2) = fe xt L(x) ot dx= 70, ganzzahingg 
0 
=e ("|retasy= ) (39) 


yN ria: 
— 1p (K +r) (R+r—1)...(R+ 1) RI (R) n,?. =) 1) Zee 
I Gok e rs fiir eV: 


Werden fiir die in (38) enthaltenen Summanden die entsprechendens 
Ausdriicke (39) eingesetzt | 


=e nin’! 
eee Vr tia rwarsap We: FT 
{" +) + 3 (—1)s i +s 


n' —s n 


| 
, 


) ns isa Passion 
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ganz (41 a) 


“So ist aus der oberen Grenze der Summe iiber s und dem Binomial- 
<oeffizienten die Auswahlregel 


ni + ——_ > (42) 


irekt zu entnehmen. 
Wegen der Symmetrie von (38) in 7 und n’, J und J’ gilt ebenso 


l=7 
fo Pane (41 b) 
d 
pees 
fe (43) 


Aus (42) folgt damit die Auswahlregel fiir n und n’, die wegen (41) fir 
See werte 2 = 0,1,2,...,”' = 0,1, 2,... gilt: 


Bk (44) 
Spezialfalle: 

7. A= 0 

' Die Auswahlregeln (32) [oder auch (34)] zeigen, daB /’ = 7 sein muB, 
iamit wird nach (41) S = 0, S’ = 0; unter dieser Voraussetzung folgt 


‘hus (44) n <n’ <7, also n' =n. In (40) reduziert sich die Summe 
‘iber s auf das einzige Glied s = n, da alle anderen Glieder Binomial- 


-<oeffizienten | mit s << m enthalten, die definitionsgemaB Null sind, 
| n 


ves wird 

gost. 
2. A=2 (elektrisches Quadrupolmoment) : 
| Die erste der Formeln (32) und die erste der Formeln (34) liefern als 
Béeliche Werte fiir /’ 
| Pet elei— 2 Weal 2811 —2, 
‘lie zweite Forme! (34) bewirkt aber eine Einschrankung dieser Moéglich- 
»xeiten, falls 1 < 2 ist. Die folgende Tabelle bringt die fiir verschiedene 
“Werte von J méglichen Werte von J’ und die nach (41) zugehérigen 
iZahlen S und S’: 


S64 1 ed Pas: 

a a ee | I 1—2 

j Sites | 2 | 1 | 0 
Glin | a a 
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a) =14+2 
(44) lautet in diesem Fall 1 — 2 <n <n 
ue 1, (n+l + 3/2) (Zoe oe 
a) =a erat bes n'! | ign! Sa ee 
(w+E+1/2) (+1 + 3/2) | (W+1+ 5/2) (n +1 eal (48) 
(n—n'—1)! (n—n')! 
(Glieder mit a! (a < 0) sind wegzulassen, bzw. gleich Null zu setzen!) 
’ Die drei méglichen Resultate sind: 


De 2 


g(r) =a-1 |/n(n— 1) Ft (46 a) 
i === Il | 
g(r) = —a-12/n(n +1 + 3/2) (46 b). 


g(r) =a Vn +1 + 5/2) (n +1 + 3/2) (46 c). 
Di pea) : 
Wegen (44) gilt n—1 Sn’ Sn+1 
Re I ta +t + 32) | (ui — 9/2) 
— yz—l1 : _ y]\ntn 
lO a yu y n' | ( 2(n —n' —1)! 
(n +2-+ 1/2) n (n +1 + 3/2) (w+ 1)). 
(n—n')! (n—n' +1)! 
Fiir die drei médglichen Kombinationen von » und »’ nimmt g(r) die 
folgenden Werte an: 


n' =n—1 
=— a n(n n(n + 1+ 1/2) (48 a) 
h= : 
g(r) =a (2n 41+ 3/2) (48 b)y 
4 =n +] ' 
g(r) =— a} Vn + 1) (w +1 + 3/2) (48 c)o) 

c) J =t—2 


Es ist Sn’ S12+2 
eee: oe L (m+ 1+ 3/2) [ n(n —1) 
gf eee 1 . es De ane — 
ae | a n' | ( 2(n—n')! 
(n+ 1)n +2) 4) 
2in—n' +1)! " (n—n' +2)! 


Daraus ergeben sich die Werte von q(r) fiir die verschiedenen n — n'+) 
Kombinationen: . 


ni =n 


q(”) =a) (n+ I+ 1/2) (w + 7— 142) (50a) 


nm =n+] 


g(r) =— 2a (a+ 1) @ 21) +474 179) (50 |) 
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‘=—n-+2 


g(r) =a |/(n + 1) (n + 2). (50 c) 
Das elektrische Multipolmoment einer Protonenschale 


Enthalt ein Kern eine vollbesetzte Protonenschale, so ist es zweck- 
4Big, in den Ausdriicken der Form (18), die bei der Berechnung des Er- 
ungswertes von Qhop (18) auftreten, zundchst die Teilsumme iiber 
ie Erwartungswerte des Einteilchenoperators in den Protonenzu- 
tanden der betreffenden Schale auszufiihren. 

Wir summieren zunachst die Beitrage aller Protonen mit gleichen 
, 4,7 und positivem (bzw. negativem) m, 


i.  t=21/2,  1ij=141/2 fest, m>0 
j 
Se 1) lA 
D> (y* oly) =eq) C1 VOID 5 6... 1) 
m= 1/2 4j 4x 
2. t=1/2,n,1,j=1/2 fest, m<0 
—1/2 
oy 2 Oil 
ay (y* Ofer |w) = eg(r) 4 i hats ners 6u,0° 
vee 4j\/4a 
3. t= 1/2,n,47=1—1]2 fest, m>0 
7 
vy <y* |O4 au (27 + 1) (23 +1) : 
2, y* |Qiop |p) = eg(r) —==— 01,0 dy,0- (52) 
care 4q¢+1)/4n 
4. t=1/2,n,l,j=1—1]2 fest, m<0 
—1/2 
| 27+1)Q14+1 
EDT Carley fy ee gry SD. 5 a. 


eke 4(j +1) 4x 
. Aus den Formeln (51) und (52) ist folgende wichtige Tatsache ab- 
yzulesen: Die Gesamtheit aller Protonen jeder » —/—yj-Schale mit 
¢positiver (bzw. negativer) magnetischer Quantenzahl m liefert keinen 
/ Beitrag zum elektrischen Multipolmoment, wenn man vom trivialen 
(Fall 2 = 0, ju = 0 absieht. Damit verschwindet auch jeder Beitrag der 
ivollen Schalen. 


) B. Magnetische Momente 


Da die Einteilchenfunktionen Eigenfunktionen des Gesamtdreh- 


: od > 


-impulsoperators 7 =/ + 1/2 sind, kann der Erwartungswert fiir das 


— 


_magnetische Moment nur berechnet werden, wenn im Operator M der 


-Bahndrehimpuls / durch den Gesamtdrehimpuls ersetzt wird 


> = iI — 
M= > & +5 (gs 8-0 Mo: (53) 
4=1 


Acta Physica Austriaca. Bd. X/1—2 8 
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Wird dieser Operator in (9) eingesetzt, so zeigt sich, daB der Operator 
des magnetischen Moments im spektroskopischen Sinn einerseits eine 
Summe von Operatoren enthalt, die nur auf die Koordinaten eines 
Nucleons wirken, andererseits Operatoren enthalt, die auf die Koordi- 
naten zweier Partikel wirken. 


av 1 i a6 ll 3 
mom eS oF + > (8s — 8) (7 3) = 


ica om alps Saree: 
+ > (« (749%) ras =e ) (is “)| [Mo = (54) 
aes | 


1 sy i v | 
= [op 1 4) Mop | Ho 
Telia ee 
7 istk 
mit den Abkitirzungen 


pe SS 


1 eee 
Be ew le ey ie Oa 


72 
§) fa 


: ; 
a eee OC) aS ik ; 
BUR Te) rie les? = Be) ae Ga) |= ees 


Fiir die Erwartungswerte der Operatoren der ersten Summe gilt das _ 
auf Seite 104 Gesagte, es sind also nur Matrixelemente der Form 
(y* [uo] ¥’) (55) 
auszurechnen, wobei fiir die Quantenzahlen ¢, m,/ in y und w’ wieder — 


die Auswahlregeln (20), (21) und (22) gelten. Die Erwartungswerte der — 
Operatoren pie sind folgendermaBen zu berechnen: 


D6 o* |pit|®) = ST YC a,D,* |uit |asD.) = 


i, k tS) ok 
is=k 
5) eS al ay 
= 2) Da (Det |Win] DY + DS! D3) Car De* |u| as Ds). (68) 
r iFk PIES Asek 


Die Summanden des ersten Ausdruckes in (56) ergeben nach (13) 
» ia Sei : 
(Dy*| D/ it | Di) = = Dwi (ar) Ym (da) [222 + 


ms ‘ Loge (57) | 


+ Mey" | pr(91) Ym(Go) — Ym (42) vu(4))- 
Die Glieder der zweiten Summe in (56) sind nach (14) und (15) nur- 


von Null verschieden, wenn sich D, und D, in héchstens zwei Nucleonen- | 
funktionen unterschieden und liefern entweder 
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<D,* | D/ uit | Ds) = Due m'”) (3) y*i(qs) [Ha + 2 | 


izk I=1 
Im 
> |p) (9q) yr(9a) — yr(9y) YO(G)) (58) 
fiir Dy = {Pp Yo -+- yl)... yn fomae 
(yy) Aye) 
Ds = { Pp Yo +. YO)... Ynl 
oder 
(D,* | 2, aa |D) = 
istk 
= Cy) (a1) p* (G2) [Map + 5," | 
) (91) vO (G2) —v® (a1) vf? (42) (59) 


r= {Pp --- 9)... pe)... wa} 


Ds= {pp --- yp... po)... vnl 
yO Zp), po A yp, 
setzen sich also immer aus ig aesad der Form 
CY* (91) Y* (Ga) eae Heep | (Ga) B92) — vas) B'(G2) (60) 


zusammen. 
Nun zur Berechnung der Matrixelemente (55): 


Wir verwenden (jc) = 77 — /? + 3/4, um nur mit Operatoren zu 
arbeiten, die die Nucleonenfunktionen in sich transformieren, dann wird 


| 1 fe ar 8 
(y* |u| Y ) = dy ler? Seen y)= (61) 


= ou 4(7 4-1) + 4 04 tye(> — 1/2) 


+ 64, —1/2 Mn (i + 1}—1( + 1) + ie (pty). 


+ Wegen der Orthogonalitat der Nucleonenfunktionen ist (61) nur von 
‘Null verschieden, wenn y =y’ ist, es treten daher nach (10) nur die 
) Matrixelemente der Einteilchenoperatoren in den durch eine SLATER- 
)Determinante beschriebenen Zustinden auf, wahrend die nach (11) an 
‘sich méglichen Ubergangselemente fiir zwei durch verschiedene SLATER- 
Determinanten beschriebene Zustande identisch verschwinden. Der Er- 
‘wartungswert fiir die Operatoren pW), reduziert sich daher auf folgende 


»Summe: n 


(or) 2D) Hop By = DS) af (Dy pare 
t— r i=1 
= — ay >> Cy” (gy) \top | wl (qu) (62) 
1=1 


gr 
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Die einzelnen Summanden, deren Werte in (61) berechnet wurden, 
kénnen noch in etwas kiirzerer Form angeschrieben werden, wenn man 
die beiden Falle Spin parallel, bzw. Spin antiparallel zam Bahndreh- 


impuls trennt: 
Log Sh -E 1/2 
Cy* |wop| p> = (b+ 3/2) (2.6, ya + (Mp 6, 2 + én Or—1j2)] (63) 
2. 7=/1—1/2 
Cp* |wrop| wy = 1/2) [E+ 1) 6: 12 — (Wp Or ay2 + fen 6-12) ] (64) 
Zur Berechnung des Matrixelementes (60) werden zweckmaBig 
folgende Komponenten des Drehimpulsvektors verwendet: , 


feo=Nt+tMe Ja=N1—* Ie je =I3- (65) } 

Die Wirkung dieser GréBen auf die Nucleonenfunktionen ist gruppen- - 
theoretisch berechnet [22]: 

Ip Yim = MG Fama m) (7 si m == 1) j Wi, m+1 

je Vim = VG m) G—m +1) Yim —1 


Je Pim = ™ Wim 


7 


| 1? Wim = 7(7 + 1) Pim 
Wir zerlegen den Operator in einen spinunabhangigen und einen spin- 
abhangigen Teil 


BrP, + WP? op = (6P) + Bt) as Ta) + 
1 1 iv = i! 9 9 3 s, 
+ E est: RCN eerste 8 i7)| (66) | 


und berechnen den Erwartungswert des ersten Teiles: 


aries 
{Pim Wil mn’ Vi" mY" m= 


a 6, 1/2 si Oy 12] I, DN Pee Mil Me ah On’, PO oR ig ib oy oem eae ; 


. E Or, ripen L Om m1] | m) @) m 4 1) (7’ m') ( ne m! me 1) a 


] = 
ae > Om,m’—1 Own’, m+ 1 /(j—m) ©) + m + 1) (7 m’) 7’ —m' a 1) +.. 


a Om, mi” On! m’” nm = Dn, Ds pe De CN ent 7 Lae On’ Cog Ee AG (67) 


ae 
(5 Bm, m4. Om’, m—1 |G m) (7 m 1) (7 m') (G’ +m’ +1) a 


+ Sym, m?—1 Om’ 41 VG —m) Fm +1) +m) J —m H+ 4 
ale On, m/” Om’, mil mom’ z 


Uber die Berechnung von Kernmomenten nach dem Schalenmodell 117 


ine zu (65) analoge Zerlegung der Spinoperatoren (Drehimpuls- 
eratoren in einem zweidimensionalen Darstellungsraum der Drehungs- 
ppe), ihre Anwendung auf den winkel- und spinabhiingigen Teil der 
Nucleonenfunktionen und die Trennung der inneren Produkte im 
<oordinatenraum des ersten und des zweiten Partikels erleichtern die 
serechnung des spinabhangigen Teils des Operators (66). 

Um nicht die Ubersicht zu verlieren, nehmen wir vorerst nur den 
stzten Term und auch nur die erste Kombination der Nucleonen- 
nktionen aus (60). Der vollstaéndige Ausdruck ist dann durch bloBe 
ertauschung der Koordinaten zu konstruieren. 


7 | 1 (ae yr Stef 
ay | (gO — g(?)) = (71 09) |p" y =| ier 12 (2 up — 1) + 2, sya : 


1 te 1 aa / 1 ty 1 al i 
2 ae 2 


[1 
| 


1 se 
3 %P p= 


* | F 
<y* (7.| y’ y (y'* O: yy") = O:, n, E i re me tha i” . Ov, n’, Te gio We’, 7" . 


3 
[tu — Af?) Oy.1)2 + fn Or, | c 


1 } . ee ‘ae 
a7 +1 >. mi? ea Bn’? —a Vm +1) FF m) {89,577 2G" —1)- 


(68) 
Vim) +m FY +6, 7a VG tm FG 4m’ +2) — 
— 6), 741 VG —m) Ff —m' —Y} + 
+ 8m, m?—1 Om’, m3) (7 +m £1) G—m) (6), 5 27’ — 1) - 
VG tm) fm $1) — 6, ra Vm FD) am $2) + 
+ 67,741 VF +m’) (i +m’ — 1} + (68) 


¢ / ay ! 
2 Om, m’ Om’, mi? M {6 rm - 247 —l’) — 


— (67,774 + Oy i741) VU FY) Fm! + 12) 

=. My, yy", yoy, 

‘Mit dieser Abkiirzung kann der Erwartungswert des Operators fiir beide 
‘Kombinationen der Nukleonenfunktionen kurz angeschrieben werden: 


<p* y’* |b (eo — 2th) (7.04) + 4 (ge! — @!) (71 05)| - 
a |p!’ wy’ — yy") = My’, y, ae yp") “le (69) 


/} 


| +My yyy) — MY yee) — My, yyy"), 

lwobei die verschiedenen Matrixelemente durch Vertauschung der 
Quantenzahlen aus dem ersten hervorgehen, z. B. erhalt man 
My’, vy, py”) aus My, y", wy’, y’’) durch die Vertauschung j’<—7, 


m'<—m, l'<>l, n'<—n, t <>. 
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Zur Berechnung der Matrixelemente (57) benotigen wit den Weng der | 
Matrixelemente (67) und (69) fiir den Spezialfall y = y” und y' = wy’; | 
es ist 

Cy p"* |e + 2) (iia) vy’ —v' y) = rare + | 
=F ov, 1/2) ) {m ni — On, 1,j,t;n/,U, 7 ate [Oin, mmm’ =p (67 a) | 

+ 48m, m’41 Gj +m) (GJ —m +1) +45, ma (7 —m) (7 + m +1) 
und ee er 

<p* y'™ |B (e) — 9!) (jae) + 4 (62) — gf) G1 o9)| vy —¥' p) = 
2mm 

in 
Soe ) 


(Mp a 2) Or, 1/2 ae Ln Or, Sip 


/ 


mm 


. 2 ek 
a (ied Ov 1/2 + fn OF, sn] a7 +1 vA eagiell ac: 
rae OP OREM eR ot (up ==#) Or, 1/2 + Un O:, _1)2) : : 
2(7—1 s : : f 
: ee (6. m’—1 (7 — Mm) (7 Sea ae 1) Sg Om, m’ +1 (7 att m) (7 Se 1) 4 


a 2 Om! ™ mi = On, Egat baa ite (0 — 3) Ov, aN Sl (69 a) 
+ tin & ip] Own a) 
[Ln Of, 1/2 2 | ae l m, m’ +1 \J ie 
ain Om, m’ —1 q m) 7] mM i. 1) t 2 Om, mmm’ = (4p — 4) O4,1/2 = 
Nee 
+> ln Or, | u ar l mm + @ ) or, 1/2 i 
Aj? —I ee 
+ fn OF as] sp E M — On, i,j,t:n',U 58° 


font m) (7 m - 1) Om wereld. m) (7 m + 1) 2mm) 


Sind in einer SLATER-Determinante alle Nucleonenfunktionen einer 
abgeschlossenen Protonen- oder Neutronenschale enthalten, so kann die 
Summe der Matrixelemente fiir die zu einem gegebenen Tripel 1, J, ¢ 
gehorenden Nucleonenfunktionen berechnet werden: 

Zu einem Wert 7 gibt es 27 + 1 Nucleonenfunktionen, daher zu 
einem festen / 
2/-+ 2 Nucleonenfunktionen mit y=!+ 1/2 und 

2 


21 Nucleonenfunktionen mit 7 = / — ro 
daher lautet die Summe der Matrixelemente (63), bzw. (64) 
> iy [Hop| PY = (22 + 2) ey (2 61,172 + 
q,m 


+ fp O4,1/2 + fn O1,—aJ2) + 20 (L—4) [2 + 1) 641;2 — 
— ep 04, 1/2 — Un 01,—1/2 ] re (21 + 1) [2 U(L -L 1) O1 1/2 +. 
+ 3 (Up 04,12 + Mn OF —1/2) J. 
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Nun k6énnen wir auch die in (57) auftretenden Summen iiber die zu 
em Tripel », /, ¢ geh6renden Nucleonenpaare ausfiihren; sowohl 
als auch y’ durchliuft einerseits 2/ + 2 Nucleonenfunktionen mit 
= a 1/2, (m = —1— 1/2, ... 1+ 1/2), andrerseits 27 Nucleonen- 
ktionen mit 7 sehen 119, [ner ot 1/2, ... J — 1/2). Die 
ation tiber die Matrixelemente (67 a) liefert: 

ED) DS yt y'* |e + 8) Gidlyy’—y' yp) = 

14/2 

=—d2 S27 +)iG+)= (71) 


j=l-1/2 
3 


ie Summation iiber die Matrixelemente (69 a) ergibt 


7’, mm’ 


4S) (yt y* [Ee — gl) (igo) + 


j,1’m,m’ 


e (gi?) — pA )) ) (71 02)| py’ —y' yp) = 


4 
ates Yara ie — 3) 04172 + fn 6, an | : (72) 
1+ 1/2 
> G—)iG+YVei+)= 
j=I—¥/2 


= — 3 [(M@p — 4) 9,172 + on 0: 2] (22 + 1). 

ie Addition aller Beitrage zum Erwartungswert fiir das magnetische 
oment, die von den Nucleonen einer abgeschlossenen n — / — ¢-Schale 
errihren [gegeben durch die Matrixelemente (70), (71) und (72)] 


D> vt leilyy+ 3) (pty |W? t 
J,m 7.) ,m,m 

+ ue, py’ —y' py) = 0, 
as heiBt eine Bere lose Nucleonenschale besitzt kein magnetisches 
foment. Die Formeln (70), (71) und (72) zeigen auBerdem, da auch das 
nagnetische Moment einer » —1— j —¢#-Schale Null ist. 
| Unter den Nucleonenpaaren, mit welchen die Matrixelemente (57) 
erechnet werden, greifen wir nun alle die Paare heraus, in denen das 
este Nucleon alle Nucleonen einer bestimmten Schale durchlauft, 
ahrend das zweite ein festes Nucleon auBerhalb dieser Schale ist. 


(73) 


verge eet , 7 
DS y* y"* [le + ol) Gir ie)| vy’ —v' vy) = (6,12 + 84,12) Dm! —0 
m i,m (74) 


Dive oes af) ao + 418 a) tralow —w oy 0. 
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(73), (74) und (75) zeigen, daB volle Schalen bei der Berechnung der 
Matrixelemente (57) keinen Beitrag liefern. 

Wenden wir uns nun den Matrixelementen (58) zu. Ist eine voll- 
standige Nucleonenschale sowohl in D, als auch in D, enthalten, so kann 
von der Summe iiber die Matrixelemente zunachst jener Teil ausgefiihrt 
werden, in dem yp alle zu den Nucleonen der betreffenden Schale ge- 
horigen Nucleonenfunktionen durchlauft. Wir berechnen diese aus (67) 
und (69), indem wir zunachst den Wert dieser beiden Matrixelemente 
fiir den Spezialfall anschreiben: p= yp", py’ Ay” 

Cyt ye +8 ail vy” —v" ») = | 


te Ont. Viti wel opt as On’, Ea tao, Gat 
3 Or, 1/2 [Om, m+ 7% Om’ “m—1 (7 ia m) (j—m == 1) =e 
ae On m1 mm’, m+1 (7 a m) (7 + m+ 1)]}. (67 b): 
Dieses Matrixelement verschwindet offenbar, wenn y und y’ Nukleonen-1 
zustande verschiedener Schalen beschreiben, was zwangslaufig der Falll 
ist, wenn y eine Nucleonenfunktion aus einer in D, und D, enthalteneni 
kompletten » — /— #-Schale ist. 


—> => ; 
cp* p’* |E (g) — 2) (7,04) + $ (g) — gl?) - 
—> > 


(7102). pp —wv'" wv) = (up — 4) Ov, 1/2 + 


1 
+ Un ov, 3p) ——— 9 fs gi — dy, Wb MOR any GC en 


> [—2 m (Oj, yee 1 + O57, 9 41) / (mn 4%) Um a 
as Or, WERE Mtl Oin on —I \ 7] pam m) (7 +m + 1) 
{(5, 7 Oia + 84,57 Oni 4 VG — m) G—m — 1) — 
— (8j, 57" 95,771 1 85,5" 84,7” a) VG+m+1)G+m+2}+ 
+ 8mm 41 EG mm) Gm $Y) { (64,57 85,74 + 
+ 6,977 55,771 V( je - bea: + 2) — (8), 98: 05,9 4-4 
+ 6;, 5” 6,741 VG + mM 1)) + 2 dim’! ™ 
VGH m +n cs m+ 7 ‘ pr Barat Boe are 
+ 05,57 07,97 4. + - i Of, 77-3) } |e (69 bi 
Fiir den Fall, daB y und y’ aus oe Nucleonenschalex, 
stammen, reduziert sich dieser Ausdruck auf den ersten Term. Lasse 
wir nun y alle Nucleonenfunktionen einer bestimmten (in D, und Ls 


enthaltenen) kompletten » — /— ¢-Schale durchlaufen, und summiere(t) 
wir die Matrixelemente, 


avn, 2+ 22) py!” —y"" py = 0, 


Matrixelement (58) liefert. (73), (74), (75) und a fiihren uns als} 
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uf das wichtige Ergebnis, daB bei der Berechnung des Erwartungs- 
ertes des Operators (54) in den SLATER-Determinanten vorkommende 
ollbesetzte Schalen in den mit einer einzigen SLATER-Determinante 
ebildeten Erwartungswerten immer weggelassen werden kénnen, da- 
egen in den mit zwei SLATER-Determinanten gebildeten Ubergangs- 
Jementen nur dann wegzulassen sind, wenn die betreffenden Schalen 

beiden SLATER-Determinanten enthalten sind. 

AbschlieBend seien nun noch einmal alle die Matrixelemente zu- 
ammengestellt, die einen von Null verschiedenen Beitrag zum ma- 
etischen Moment eines Kerns liefern. 

Der Erwartungswert des Operators (9) ist entsprechend der Zerlegung 
es Operators in (54) 


1 i 
(Pjur | Mop | Pyar) = Fan ps ar (De | 2, top| Dr) + 
2 1 i i . 
1 ray eis poy (10 op +4 0p) | Dr) + 
r ase 
1 tk t 
oe », a,a;<{D; uw oe (u os ae op) Dn 
rs |” Gx 


obei die Zerlegung dieser Erwartungs- und Ubergangselemente in 
atrixelemente der Ein-, bzw. Zweiteilchenzustaénde durch die Formeln 
62), (57), (58) und (59) gegeben ist. Die numerischen Werte sind fiir die 


atrixelemente 


(62) angeschrieben in (63), bzw. (64), 
fiir (57) angeschrieben in (67a) und (69 a), 
fiir (58) angeschrieben in (67b) und (69b) und 
fiir (59) angeschrieben in (67) und (69). 


IV. Momente der Kerne N!®, N1%, O17 und F!7 


| A. Elektrische Quadrupolmomente 


 N} (Grundzustand): Nach den Tabellen von AJZENBERG und 
-AURITSEN sowie von KLINKENBERG [2] besitzt dieser Kern im Grund- 
sustand den Drehimpuls J = 1/2 und ungerade Paritat. Nach dem 
Schalenmodell entspricht dem die Konfiguration O1 — 2 pi—i, das 
neiBt es fehlt aus der 2 f-Protonenschale ein Proton, wahrend die 
4 s-Protonenschale und die Is- und 2-Neutronenschale voll be- 
setzt sind. { | | \ 

ERAN ITS EEE LA LS aie 


- 49 |n * 
Q == (O* fl ®) == | 5 (P* Wh!) = 


= 4 Een 10 
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und LauritsEN [2] als auch von INGLis [23] als Zustand ungerader 
Paritat mit dem Gesamtdrehimpuls J = 2 angegeben. Die Konfi- 
guration ist. O™% = 27-3 d®, das heiBt die 1 s-Schalen sind voll | 
besetzt, aus der 2 f-Protonenschale fehlt ein Proton, wahrend auBer der } 
vollbesetzten 2 p-Neutronenschale noch ein Neutron der 3 d-Schale vor- 
handen ist. Fiir die Energie des Grundzustandes sind hauptsachlich die » 
Zustandsfunktionen ausschlaggebend [18], die sich bei Drehungen nach 
-der Darstellung D1j2 x Ds5/2 transformieren. | 


5 l : 
OD) Ay -— a) mit I 
Val ‘ \/5 : I 


D, = {203 329312 p3 12 p3 32 pi_13 55} 
Dy = {23,32 p3.12 ps—12 bs, 82 fi,1 35,3} 


Q as \/2@ (Q2up| B) = 


N!6 (Grundzustand): Dieser Zustand wird sowohl von AJZENBEME 
| 
: 
| 


4]/x| 5 1 
== ales ie Coie |Q2op| Dip 6 (Dz OniD.>| - 
Iz 5 a ef 
e al 4| >. (2 pis |QSar| 2 pia) + 


& 1 4 
sie a ds, 5 |Q200| 33,5) —— (2 p1,—1 |Q20p| 261-1) + « 


1 
“f= 7 (3 ds, 3 >on! > de, 3) == (i). 


O! (Grundzustand): Wahrend man in friiheren Arbeiten einen Ge- - 
samtdrehimpuls / = 1/2 als wahrscheinlich annahm und demnach ver- - 
mutete, da auBer den vollbesetzten 1 s- und 2 p-Schalen ein Neutron > 
2s, vorhanden sei, geben neuere Arbeiten [24], [2], [23] tiberein-- 
stimmend den Gesamtdrehimpuls mit / = 5/2 an, woraus hervorgeht, 
daB das Neutron im Niveau 3d; sein muB. Die Paritat des Zustandes : 
ergibt kein Kriterium fiir die Wahl der Neutron-Zustandsfunktion, da: 
sowohl fiir den / = 0 Zustand als auch fiir den / = 2 Zustand der! 
Spiegelungscharakter gleich + 1 ist. Die Zustandsfunktion lautet: 


ee “3 ds st 
41/x 0 
— V5 (P* |Q|209|®) = 


| © . 
ales d3,5 |Q2op| 345.5) = 0. 
I'? (Grundzustand): Auch fiir den Grundzustand dieses Elements’ 
wurde erst in den letzten Jahren der Gesamtdrehimpuls J = 5/2 mit! 
Sicherheit festgestellt (AJZENBERG und LAuRITSEN [2], SHERR, LI, 


ees ee _— 


— 
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HRISTY [25]), wahrend frither J = 1/2 angenommen wurde. Das 
oton befindet sich also im Niveau 3 d;. Die Paritat des Zustandes ist 
ieder + 1. Die Zustandsfunktion lautet: 


= D={3 dis}. 
= 2 |/F@disabyisaiy =4 ae  - 2a-}, 


tir die mit dem Kernradius zusammenhangende GréBe a nimmt 
LORIAN fiir den Kern O!* Werte von 0,5 bis 0,8- 1026 cm~? an [18]. 
a fiir diesen im Grundzustand nur aus vollbesetzten Schalen be- 
tehenden Kern der Kernradius besonders klein sein muB, muB fiir F?7 
ungefahr denselben Wert wie fiir die angeregten Zustande von O18 
aben. Mit a = 0,8- 1076 cm? ergibt sich Q = — 0,025- 10-4 cm?. 


B. Magnetische Momente 
N}® (Grundzustand): 
B= (D* |ty0p| D) = 
=% 2 PT il ol 2/71) a {2 pr —1 2p11 yo ae a 


L A 0 


+ py? 1 | 2011 2h51—2 Pir 2h7 1 or 
Lo 2 1 = 
[1 — 1/2y,] 3/2 els 3 Hp] Ho = — 0,26418 My. 


N16 (Grundzustand) : 


5 
= (Pig Y= (5 (DF tg] Da) > 


>| 


(- (2 P51 |Wrop| 2 Pi) +B dos |e 
£1204 —2|0%p tH pl 2011201 —1— 2 P11 20%) 


1 '5 
g «Pz | Hop| Dy) + 1 (ps | Mop 


— 2 P71 1343 5 hse oo Vigeen 2 Pr 1 3) d3, | aes 3 d3 5 2 pr ») + 
I - 1 |o4+ ode waa.) 
6 —(2p7_1|u “leit +B 5,3 | op | 53) 
4267 12 011| 4 op +" op | 2 27 1 2011— 2411 2Pi_1) — 
— (2p{_ 1343 5|u1*,, + u?1,,|2 pf _13 43 3—3d5, 2H) + 
\5 ar Ort 21 art 9 JO 
qr eg Psi 3d5 5 Vigtake eigen op| 2 P1,19 45,3 — 


oe 


: 52 
8 4 | - | a = 2,32776 Up. 


8a* 
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O17 (Grundzustand) : 
0 Ho te. 
p= (P* | hop| BY = (3.43, 5 |47op] 3.45,5) By = 


7 Mo 
Be Re iy ee OS IY 
F!’ (Grundzustanda) : 


Rae eens 
1 = (PF |p1op| PY = (3 di, 5 |M op] 345,5) Fg = 


7 . 
= 5 (2 + Me) ao = (2 + bp) Mo = + 4,792 55 Uo. 


Schlu8betrachtungen 


Fiir die im letzten Abschnitt berechneten Werte der Kernmomente ? 
liegen folgende experimentellen Vergleichsdaten vor: 


Kern experimenteller Wert berechneter Wert 


INS ps = — 0,282 99 + 0,000 03 ny pe = — 0,264 18 Wy 
(Mack, KLINKENBERG [2]) 


Ql7 bw = — 1,8935 + 0,0002 uy B= —1, 912804, 
(IKLINKENBERG [2]) 


Q = — 0,005 + 0,002 - 10-24 cm? O=0 
(KLINKENBERG [7], Geschwind... [5] 
bzw. = — 0,004 (Brrp [5}) 


Bei diesen beiden Kernen laBt sich nur je eine einzige Zustands-: 
funktion aufstellen, solange man an der Annahme festhalt, daB nur die« 
Nucleonen aufgebrochener Schalen Beitrage zum Drehimpuls des« 
Kernes liefern. Es ist selbstverstandlich, daB die mit dieser Zustands-+ 
funktion berechneten magnetischen Momente nicht sehr genau mit denr 
experimentell gefundenen iibereinstimmen kénnen und daB das einzelne« 
Neutron des Kerns O” allein kein elektrisches Quadrupolmoment liefernr 
kann. Es ist aber, wie auch SCHULTEN [17] ausfiihrt, beim derzeitigeni, 
Stand unserer Kenntnis vom Wechselwirkungspotential der Nucleonent 
nicht sinnvoll, Konfigurationen mit heranzuziehen, in denen Nucleonenj, 
aus vollbesetzten Schalen mit denen der nichtvollbesetzten Schalen ge-: 
koppelt sind. Denn einerseits wiirden solche Konfigurationen nur) 
geringe Beitrage liefern, andererseits sind die Werte, die ohne Beriick-+) 
sichtigung dieser Konfigurationen berechnet werden, mit gréBerer Un- 
sicherheit behaftet, da die Mischungskoeffizienten von dem Ansatz fiin 
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as Wechselwirkungspotential abhangen. Von den Versuchen, durch 
erschiedene Annahmen iiber diese Wechselwirkungsenergie die theore- 
schen Werte den experimentellen besser anzupassen, sei z. B. der von 
RIMA und Horie [15] genannt. Diese konnten relativ gute Uberein- 
immung der berechneten Werte mit der Erfahrung erreichen, indem 
e zur Ermittlung der Mischungskoeffizienten die Zweikérper-Wechsel- 
irkung durch empirische Daten iiber die Paarungsenergie festlegten. 
Eine Priifung der Kernkrafte an Hand der Kernmomente wird durch 
ie vorliegende Arbeit erleichtert, da die Berechnung der Momente, so- 
ald die Mischungskonfigurationen gegeben sind, in allen Fallen gleich 
erlauft und daher die im Abschnitt III als Funktionen der Quanten- 
len der Einteilchenfunktionen aufgestellten Formeln fiir die Kern- 
omente immer verwendet werden kénnen. 
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Uber die Abhingigkeit des Réntgenspektrums von der 
chemischen Bindung 


(Untersuchung der Co-K,-Linie verschiedener 
Kobaltverbindungen mit einfachen Mitteln) 
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Heribert Herglotz und Ernst Deimel 


Institut fiir Experimentalphysik der Technischen Hochschule in Wien 


Mit 16 Abbildungen 


(Eingelangt am 71. August 1955) 


Zusammenfassung 


Unter Ausniitzung der von der Prazisions-Gitterkonstantenmessung in der 
etallkunde her bekannten GesetzmaBigkeiten gelingt es, die Bindungsabhangig- 
it der Kf,-Linien verschiedener Kobaltverbindungen zu messen und dabei mit 
fachen Riickstrahlkameras die Genauigkeit, die mit klassischen Spektrographen 
reicht wurde, zu iibertreffen. 


In einer friiheren Mitteilung [1] war die Méglichkeit gezeigt worden, 
ei zweckmaBiger Ausniitzung der fiir Riickstrahlaufnahmen geltenden 
-esetzmaBigkeiten die Bindungsabhangigkeit des Rontgenspektrums mit 
nfachen Mitteln zu untersuchen. Man macht sich dabei die aus der 
fetallkunde zur genauen Messung des Gitterparameters gelaufigen Er- 
~heinungen zunutze. Es ist bekannt, daB die Genauigkeit der Gitter- 
onstantenmessung mit wachsendem Glanzwinkel steigt. Differenziert 
aan die Braccsche Beziehung 

ni=2dsin } (1) 
4 = Ordnung der Beugung, 4 = Wellenlange, d = Netzebenenabstand, 
| 9 = Glanzwinkel) 


ei konstantem A, so erhalt man die Gleichung 
a” | 
4) maar i tg 0. (2) 


’a der Tangens in der Nahe von 90° sehr groBe Werte annimmt, ver- 
rsacht eine geringe Anderung der Gitterabmessungen A d schon eine 
clativ groBe Anderung A # des Glanzwinkels. Das konstante A der 
sleichung wird in der Praxis durch eine monochromatische Strahlung 
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realisiert, die man sich aus den verschiedenen in Frage kommender: 
Ka-Strahlungen der Elemente so auswahlt, daB sie mit einer Netzeligi 
des zu untersuchenden Gitters eine Beugung mit groBem 7# liefert. Die 
solcherart erreichbare Genauigkeit der Gitterkonstantenmessung be) 
technischen Metallen wird im allgemeinen mit + 0,1 XE = 10~-"em 
angegeben. Sie kann jedoch noch gréBer werden, wenn man nicht di¢ 
absolute, sondern die relative Genauigkeit in Betracht zieht, das hei 
also, weder Aufnahmevorrichtung noch Stelle der Probe von Aufnahme 
zu Aufnahme dndert. Die Abb. 1 soll ein Beispiel hierfiir liefern. Aut 


Abb. 1. Riickstrahlaufnahmen von der Zug- und Druckseite eines versilberten Biegestabes mit Nickel 
K-Strahlung, aufgenommen mit fokussierender Kegelkamera, Sektorblende und Molybdanpulver als Eicl 
substanz. (Aus F. ReGLER, Radex-Rundschau 1952, S. 167) 


dem gleichen Film, dessen eine Halfte jeweils abgedeckt war, ist unte? 
Beibehaltung des Probenabstandes die gleiche Stelle eines versilberte i 
Biegestabes untersucht worden, der einmal in der einen, dann in def 
anderen Richtung elastisch durchgebogen war, so da die untersucht? 
Stelle einmal auf der Zug-, das ander ermal auf der Druckseite des Biege 
stabes lag. Wahrend die Linien des als Eichstoff aufgebrachte:l 
Molybdanpulvers sich nicht verschoben haben und auch die Intex 
ferenzen mit kleinerem 7%, die vom Probestab herriihren, keine merkliclh3 
Anderung erfuhren, ist das Ni Ka-Dublett der (224)-Interferenz bei rund 
84° deutlich verschoben. Dies soll ein anschaulicher Beweis sein, daB di 
Empfindlichkeit gegeniiber einer Netzebenenabstandsinderung mit 
wachsendem Glanzwinkel radikal steigt und zugleich einen Fall , wrelet 
tiver MeBgenauigkeit’’ demonstrieren. | 

Die gleiche GesetzmaBigkeit, namlich daB die Empfindlichkeit mit 
steigendem Glanzwinkel wachst, gilt auch bei der zu (2) symmetrischei : 
Beziehung 


a” 1 
— = — tg ry) ‘| 
dhle eee 
fiir Anderungen der Wellenlange. Schreibt man das totale Differentii. 
FAR A Bh 
AD = —_— —-]tg ? (4: 


A d | 
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geht daraus hervor, daB gleich groBe # und (bzw. aE 


enn a die Gitterkonstante im kubischen System bedeutet), bei gleichem 
dem Betrag nach gleiche Wirkungen auf den Glanzwinkel ausiiben. 
ei einer Gitterkonstante von rund 4 A, wie sie etwa Gold oder Alumi- 
ium besitzen, betragt das A a/a, wenn man A a= 0,1 XE = 10-4 cm 
s Grenze der Genauigkeit gelten laBt, 2,5-10-5. Das 4A, das den 
leichen Effekt hervorbringt, ergibt sich bei einer Wellenlange von 
d 1,5 A, wie sie von der Kupfer-K-Serie reprasentiert wird, zu 


’ 


bb. 2. Nickel Ka-Dublett, gebeugt an einer Gold-Platinlegierung mit 1,67 Gewichtsprozent Platin. Drei 
Spreizen dienten zum Niederhalten des Films 


037 XE oder anders ausgedriickt: Eine Wellenlangenanderung A 4 
bt in den hier als Beispiel angefiihrten Fallen des Aluminiums und der 
<upfer-K-Strahlung eine etwa 2,5-mal groBere Wirkung auf den Glanz- 
vinkel aus als eine Gitterkonstantenanderung A a von gleicher GroBe. 
Die Kraft der Tangensfunktion fiir die Auflosung eines A /, in diesem 
4all des Ni-Ka-Dubletts mit einem Wellenlangenunterschied von 4 XE, 
oll an Hand von Abb. 2 gezeigt werden, auf der diesen 4 XE ein Unter- 
chied von 14 mm im Durchmesser der Interferenzkreise entsprechen. 
_ Aus diesen Uberlegungen ging hervor, daf im Gebiete der Elemente 
chrom bis Kupfer, die zu den technisch wichtigsten Elementen zahlen, 
lie Abhangigkeit des Réntgenspektrums von der chemischen Bindung 
nit den in der Metallkunde iiblichen MeBverfahren nachweisbar und 
neBbar sein miiBte. Bekanntlich ist die Existenz dieser Abhangigkeit 
eit SWINNE [2] theoretisch und seit BERGENGREN [3, 4] experimentell 
sesichert. Die Wellenlangenverschiebungen A /, die durch chemische 
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Bindung verursacht werden, betragen im Falle der K-Strahlungen der q 
Elemente niedriger Ordnungszahl, etwa Na (11) bis Cl (17), mehrere XE, |} 
im Falle der Elemente Chrom (24) bis Cu (29) nur noch wenige q 
Zehntel —XE und es erfordert ihre Beobachtung groBen experimentellen 
Aufwand. P 

Sprechen diese einleitenden Uberlegungen dafiir, daB die Bindungs- 
abhangigkeit des Réntgenspektrums mit den in der Metallkunde zur 
Prazisions-Gitterkonstantenmessung tiblichen Methoden meSbar sein 
- miisse, so stand dem die allgemein verbreitete Ansicht gegentiber, daB 
man mit vielkristallinen Beugungsgittern, das heiBt mit den DEBYE-) 
SCHERRER-Verfahren, niemals spektroskopische Genauigkeit erreichen 
konne. | 

Die oben zitierte Arbeit [1] hat jedoch gezeigt, daB grundsatzlich die« 
Abhangigkeit des Réntgenspektrums von der chemischen Bindung mit’ 
vielkristallinem Beugungsgitter nach der Riickstrahlmethode nachweis-; 
bar ist. Der dort mitgeteilten Verschiebung der Fe K,-Linie von Eisen-i 
glanz gegentiber der_entsprechenden Linie des Elements hafteten aber» 
noch verschiedene Mangel an, vor allem, da8 der Glanzwinkel von 86° 
noch nicht das Optimum darstellte und daB die Intensitat der Linie nur 
gering und diese daher nicht photometrierbar war, sondern subjektiv 
vermessen werden muBte. 

In der vorliegenden Arbeit sollten diese noch bestehenden Mangek 
beseitigt und an Hand einer gréBeren Versuchsreihe mit Verbindungen 
eines Elementes die Leistungsfahigkeit des Verfahrens ermittelt werden 
Es wurde das Kobalt mit seinen Verbindungen zur Untersuchung er 
wahlt, da es unter den in Frage stehenden Elementen am besten durch dia 
K-Strahlung der Kupferanode, die vorhanden war, bei Sekundarbetrieb 
erregt wird [5,6]. Fluoreszenzerregung ist aber wieder fiir die Unter} 
suchung von Verbindungen unumganglich. Die Kf,-Linie wurde, wie ™ 
schon bei der Untersuchung des Eisens, zum Gegenstand der Messung) 
gemacht, da sie aus einem ausseren, ndmlich einem M-Niveau stammti 
das von der chemischen Bindung mehr beeinfluBt wird als ein int 
neres. Ihre Intensitat ist mit rund ein Drittel der a,-Linie noch# 
immer ausreichend. 


Apparatur 

Die urspriingliche experimentelle Anordnung ist der Abb. 3 zu enti 
nehmen. Eine SEEMANN-Rohre mit Sekundarstrahler wurde zusammer f 
mit einer drehbaren Planfilmkamera verwendet. Da das Beugungsgitte!/# 
keinen Temperaturschwankungen ausgesetzt sein darf, ist es auf einem P 
TemperiergefaB angebracht, das mit einem Ultrathermostaten verbundet P 
ist. Temperaturschwankungen verursachen Gitterkonstantenande 
rungen und verfalschen die Wellenlangenmessung. Der Strahlengeber, 
das heiBt das Praparat, dessen charakteristische Strahlung auf ihn’ 
Bindungsabhangigkeit untersucht werden soll, ist auf einen Sekundar) 
strahler aufgebracht, der mit der Gliihkathode auf Erdpotential liegt) 
Das Praparat wurde mit wenig Zaponlack angeteigt und auf dell 
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ekundarstrahler aufgetragen. Der Anodenbrennfleck liegt dem Se- 
ndarstrahler direkt gegeniiber und ist von diesem nur 5 bis 10 mm 
tfernt, so dab die primare Strahlung weitgehend fiir die Fluoreszenz- 
egung ausgeniitzt wird. 


——_—_—_—— 20mm: —————+ 
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Abb. 3. Schema der Versuchsanordnung zur Registrierung der Kf,-Linie von Eisen und Eisenglanz. 

R6hrenfu8 der SEEMANN-ROhre, 2 PumpenanschluB, 3 Glaszylinder, 4 Anode, 5 Kathode mit Sekundar- 

ahler (Probe Pr), 6 Planfilm-Riickstrahlkamera, 7 Fokussierungskreis, 8 Beugungsmittel, 9 Temperier- 
kérper, 10 Anschliisse fir den Ultrathermostaten 


Bei dieser Art der Sekundarerregung tragt die Anode Hochspannung. 
vie Wasserkiihlung wurde daher als Siedektthlung ausgebildet. Da es 
ch um Aufnahmen von 10 bis 30 Stunden Belichtungszeit handelte, 
er Réhrenstrom 30 bis 40 mA und die Spannung 30 bis 40 kV betrug, 
itwickelt die Siedekiihlung eine groBe Dampfmenge. Diese wurde in 
nem RiickfluBkiihler kondensiert und in das SiedegefaB zurtick- 
sleitet. SiedegefaB und RiickfluBkiihler sind durch einen 30 cm langen 
-ummischlauch von 4 cm Durchmesser verbunden, der den gesamten 
pannungsabfall zwischen der auf Hochspannung liegenden Anode und 
em durch das Leitungswasser geerdeten Kiihler aufnimmt. Die Hoch- 
dannung an einem langen Glasrohr bis zur Wasserleitung abfallen zu 
“ssen, war wegen des geringen elektrischen Widerstandes des Wassers 
cht méglich. Die Abb. 4 gibt das Prinzip der Siedekiihlung mit Rick- 
uBkihler wieder. 
) Das Beugungsgitter 
| Dieses ist hier nur Hilfsmittel und vertritt den Kristall in der her- 
Smmlichen Réntgenspektroskopie. In der Metallkunde hingegen ist 
; Gegenstand der Untersuchung, es ist daher dort, wie schon weiter 
9en betont, die Wellenlange so auszuwahlen, daB sie fiir die Unter- 
ichung des Gitters giinstig ist [GI. (2)]. Im Falle der Bindungsab- 

9* 
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hingigkeit des Réntgenspektrums hingegen ist die Strahlung Gegen 
stand der Untersuchung und das Gitter fiir optimale Untersuchungs} 
bedingungen auszuwihlen. Diesem Zweck dient die Kurvenschar de: 


gv hihlwesser (Wasserlertung) 


2 


| Wally ba gas ; 
al Rickfluthkihler 


Sumimisthlaick 


Sedege sol sig ee 


- WESSEPSTINGSANZENGEL 


COS/ U/// 


Abb. 4. Anode fiir die SeemMannN-Rodhre bei Sekundarbetrieb, 
ausgestattet mit Rucktlub-Siedekihlung 


kristallreihe bilden, ihre Atomradien ahnlich und die beiden Elemente i 
periodischen System benachbart sind, war ein weitgehend ungestért’ 
Gitter zu erwarten. Fiir eine Beugung der Co Kf,-Linie (A = 1,6175 «4 
an der (133)-Ebene bei 87° ist eine Gitterkonstante von az = 3,5302/ 
erforderlich. Man errechnet aus dem VEGARDschen Gesetz 
AL = V1 4 + 24 } 

(az = Gitterkonstante der Legierung, y,, y. Molenbriiche der beidél 
Legierungspartner mit den Gitterkonstanten a, und ay) 


Abb. 5, auf der die Funk 
tion a = f(A) fir 0 =a 
und mehrere Indextripe 
h, hah, aufgetragen ist. Sis 
gestattet, fiir eine gegebena 
Wellenlange bei mehrerer 
Indizes hyhgh, je eini 
Gitterkonstante a@  anzu 
geben, welche die gegeben 
Wellenlange unter de 
Winkel # = 87° beugt. 87) 
wurde gewahlt, da_ hiei 
meist der KompromiB zwi 
schen guter Dispersion und 
schlechter Auflésung infok 
ge Gitterunvollkommenhei 
(A d/d-Glied von Gl. (4) 
liegt. 

Die ganze Betrachtum 
ist nur fiir das kubisels 
System angestellt. Unte 
den Moglichkeiten, die va 
dem Diagramm der Abb. | 
aufgezeigt werden, wahi 
man sich die erfolgve 
sprechendste und am leicl 
testen zu realisierende auj 
Die sich fiir den Fall de 
Co Kf,-Linie ergebendel 
Méglichkeiten sind in Tab.J 
zusammengefaBt. 

Von diesen wurde naai 
orientierenden Versuchel 
ein Mischkristall Ni-Cu gy 
wahlt. Da Kupfer und Ni’# 
kel eine liickenlose Misc @ 
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i Zu 0,854 und ycu zu 0,146, wenn ay; = 3,5169 A und acu = 3,6080 A 
etragen. Die Gewichtsprozente ergeben sich mit den Atomgewichten 
,69, bzw. 63,57 zu 84,49 Nickel und 15,6 Kupfer. Die Herstellung 
es Beugungsgitters ging wie folgt vor sich: Die berechneten Mengen 
0 g CuCl,-2H,O + 10,0 g Ni (NO,),-6H,O] wurden in wenig 
asser gelOst, eingedampft und der Riickstand zu den Oxyden vergliiht, 
e auf diese Weise homogen vermischt erhalten wurden. Aus dem 


Poramerer:B 87° 


6 
AA) 
i —— 
Abb. 5. Verlauf der Funktion a = Sea ) 2h,* fur # = 87° und mehrere 2/1;?. 
2 sin 


---kubisch flachenzentriert, ..... kubisch raumzentriert, kubisch flachen- und raumzentriert 


nlverférmigen Oxydgemisch wurden Plattchen gepreBt und diese bei 
)0° C im Wasserstoffstrom reduziert. Es entstanden Metallplattchen 
it glatter Oberflache, mitunter auch mit Rissen; die Plattchen waren 
eist etwas gewolbt, was sehr giinstig war, da sie sich der Fokussierungs- 
agel (Abb. 3) besser anschmiegten. Die Interferenzen, die von diesen 
ittern geliefert wurden, waren auch bei ungedrehter Kamera homogen 
sschwarzt und selbst bei dem sehr hohen Glanzwinkel von 87° noch 
scht infolge von Gitterunvollkommenheit [(4 d/d) Glied der Gl. (4)} 
erschwommen. Aus mehreren so hergestellten Gittern wurde das 
este ausgewahlt. 


Aufnahmen 


; Die in [1] referierte Untersuchung der Kf,-Linie von Eisen und 
isenglanz erfolgte noch subjektiv mit dem Mafstab; die beiden Auf- 
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nahmen wurden auf einem gemeinsamen Film, dessen eine Halfte je“ 
weils abgedeckt worden war, registriert. Nunmehr sollten die Auf+} 
nahmen auf einzelnen Filmen vorgenommen und mit dem Mikrophoto 


Photomerersussthlag 
LY 


IUSGEIISSEN 


Kobaltsultal kyb036M 


~—_J—= 496M +> 
PUSGEIISSEN Jom 


Kobaltmetall £2-55 76M 


Abb. 6. MaBstabgetreue Ubertragung der Photometerkurven von Kobaltmetall und Kobaltsulfat 


meter objektiv vermessen werden. Bringt das Photometrieren an une 
fiir sich einen Zuwachs an Genauigkeit, so bedeutet das Wechseln de 
Films einen Verlust an Prazision. Es wurden daher zur Kontrolle del 
Reproduzierbarkeit und zur Feststellung der erreichbaren Genauigkeik 
zwischen den Aufnahmen der Kobaltverbindungen solche von Kobalt: 
metall eingeschaltet. An Verbindungen wurden alle untersucht, die 1 


a 


Abb. 7. Kobalt K,-Linie, gebeugt an einer Nickel-Kupferlegierung mit 15,6 Gewichtsprozent Kupifl 
a) von Kobaltmetall herrtihrend, b) yon Kobaltsulfat herrtihrend 


stabiler Form erhaltlich waren; wahrend als Salze nur die Verbindung (i 
des zweiwertigen Kobalts bestandig sind, stand dreiwertiges Kobalt nit 
in Form von Komplexverbindungen zur Verfiigung. Die Aufnahme 
daten betrugen 40 kV, (Halbwellenbetrieb), 25 bis 30 mA, 25 bis » 
Stunden Belichtungszeit, wobei Verbindungen mit niedrigem Kobait 
gehalt naturgemaB langere Belichtungszeiten erforderten. 
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Auswertung und Ergebnisse 
Als selbstregistrierendes Mikrophotometer wurde ein am Institut ent- 
ickeltes Geraét mit Photodiode, Verstirker und Millimeterschreiber 
erwendet {7}. Zwei Mikrophotogramme sind in Abb. 6 wiedergegeben. 


Co 

60;0,+C00 

Co 

Coll, 

Co 

L050, 

Ci 0(N0; )> 
LooW 4, ),] Na, 
LeolWt,), C0, Ct 


“G3XE -Q2X£ -Q7xE£  GOKE 


@ *e7// O. Treiwertige Nomplezverb/ngung, 
@..0ryd, X.. zwe/wertiges Saz 


Abb. 8. Verschiebung der Co K/,-Linie verschiedener Kobaltverbindungen 


aB die durch den Wellenlangenunterschied infolge chemischer Bindung 
ervorgerufene Glanzwinkelverschiebung auch mit freiem Auge sichtbar 
st, soll Abb. 7 beweisen. Das Ergebnis aller Aufnahmen ist tibersicht- 
ch in Abb. 8 dargestellt. Es ergibt sich aus den zehn Aufnahmen des 
Cobaltmetalls, die in Abstanden von einer Woche bis zu einem Monat 
ngefertigt wurden, daB der mittlere Fehler vom Mittelwert 


| a / [vv] 

n(n — I) 

0 = mittlerer Fehler vom Mittelwert, 

(vv}] = Summe der Fehlerquadrate der Einzelmessungen, 
| m = Anzahl der Einzelmessungen 


- 0,01 XE, der maximale Fehler vom Mittelwert + 0,04 XE betragt. 
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Diese hohe Genauigkeit trotz Umdnderungen an der Apparatur usw. 
ist wohl hauptsdchlich auf die Verwendung eines Einstellmikroskops fini 


Abb. 9. Einstellmikroskop an einer 


R6ntgenrdohren-A ttrappe. 
firma: Austrix, Solbad Hall/Tirol 


bo- Element 


“MLE 


| 


Zum K-Niveel 
V632 €. iA 


Abb. 10. Verlagerung des Myy ryp-Niveaus infolge 
chemischer Bindung bei Kobaltverbindungen 


wenn man das K-Niveau als fest annimmt, um rund 1,3 + 0,3 bz# 
0,4 + 0,3 eV nach hoheren Energien verlagert ist. | 

Wenn auch die Zahl der experimentellen Einzelergebnisse kein«$ 
wegs zur Fundierung einer Theorie ausreicht, so scheint es doch plausibl! 
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Co (l) in SalZen 


| +7 32Q3eV 


Hersteller- 


Cofli}in Komplezeo? bung um fast 0,3 XE naa 


die reproduzierbare Einhaltung des Ab 
standes Kamera-Probe zuriickzufiihren 
Dieses Mikroskop, das in Abb. 9 zu seherm 
ist, wird an Stelle der Kamera an dex 
Rontgenrohre befestigt. Die Tiefenscharfe§ 
ist bei der rund 60-fachen VergroBerungy 
gering. Immer, wenn bei festgehaltenenm 
Objektivauszug die Probe scharf erscheintip 
ist der einmal gewadhlte Praparatabstana} 
wieder hergestellt. | 
Der maximale Fehler von + 0,04 isif 
wesentlich geringer als der mit klassischeny 
Réntgenspektrographen bei der Unter# 
suchung von Bindungsabhangigkeit im} 
gleichen Wellenlangenbereich iibliche [8} 
und wird nur vom Doppelkristallspektro¥ 
meter noch erreicht [9]. AuBerdem leg 
nun von Kobalt und seinen Verbindunge* 
eine groéBere Zahl von Ergebnissen vong 
die zu gewissen Schliissen berechtigers 
ahnlich, allerdings bei weitem nicht av 
so breiter Basis, wie sie von A. FAESSLE% 
im Falle des Emissionsspektrums vod 
Schwefel oder von O. STELLING fiir da¥ 
Absorptionsspektrum des Chlors ange 
geben wurden [4, 10, 11}. 
Fiir die KobaltKf,-Linie lehrt dé 
Ubersicht der Abb. 8, daB alle zwe 
wertigen Salze eine Verschin® 


und Ozyden rs 2 
+04 203eV kiirzeren Wellenlangen geger 


LLM uber dem Element aufweise't 


Die dreiwertigen Komplex? 
und die Oxyde hingegen ¢ 
geben alle eine Verschiebung 
in der gleichen Richtung ull 
rund 0,1 XE. Fir das Min 
Niveau, aus dem die K£,-Lint / 
stammt, fiihrt das zu der 1 
Abb. 10 wiedergegebenen Fete 
gerung, namlich, daB dies« 


ae 
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a8 bei der mehr ionogenen Bindung der Salze das Kobalt um zwei 
lektronen verarmt ist und der Rumpf daher eine héhere Energie 
eprasentiert. Bei Oxyden und Komplexen tritt bekanntlich der ionogene 


Zuin Ul trarhermostalen 


Abb. 11. Versuchsanordnung unter Verwendung der ReGierschen Ringfilmkamera. 
= Einsteckblende, H = Halteschrauben zur Befestigung der Kamera, F = Film, BM = Beugungs- 
mittel, am TemperiergefaB angebracht 


4obalt-Merall 


q, 
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\ 
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Kobalttarmat CotHC0l), 
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\ 
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I Abb. 12. Mikrophotometerkurven der Ringfilmaufnahmen von Kobalt und Kobaltformiat 


Charakter der Bindung zuriick, daher ist auch die Verschiebung nach 
kiirzeren Wellenlangen, das heiBt die Verlagerung des Mj; Mi1;-Niveaus 
zeringer. 
Vereinfachung der Apparatur 
Die geschilderten Serienmessungen hatten gezeigt, daB der Effekt 
der chemischen Bindung bei den vorliegenden Versuchsbedingungen 
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Abb. 13. ReGiersche Ringfilmkamera 
an einer R6ntgenréhren-Attrappe. Her- 
stellerfirma: Austrix Solbad Hall/Tirol 


Abb. 14. Spezielle Ringfilmkamera ftir die Untersuchung 
der Bindungsabhangigkeit 


N | 
| 


eindeutig und wiederholbar zu _ messe 
ist. Es konnte daher das Planfilmriick 
strahlverfahren durch das zweckmafi 
gere und geringere Belichtungszeiters 
erfordernde Ringfilmverfahren nach Fi} 
REGLER [12] ersetzt werden. Dabei ver+} 
kiirzt sich der Abstand der Blende vonif 
Film auf den durch die Kamera _ ge/@ 
gebenen Wert des Kriimmungsradiuag 
(Abb. 11). Das Planfilmverfahren wai 
urspriinglich nur gewahlt worden, weit 
ein an der Grenze der Wahrnehmbarkei> 
liegender Effekt eventuell durch Ver 
groBerung des Abstandes  registrierbaq. 
geworden ware. 

Wiederholung einiger Aufnahmen miif 
der Ringfilmkamera ergab keinen Ver} 
lust an Genauigkeit, da mit abnehmeni# 
dem Abstand Blende—Film wohl de 
MeBeffekt sich verkleinert, die Linier 
aber gleichzeitig an Scharfe gewinnen unap 
besser photometrierbar werden. Die Bes 
lichtungszeiten verkiirzen sich dabei aur 
weniger als die Halfte gegeniiber den 
entsprechenden Aufnahmen nach dem Ver# 
fahren der Abb. 3. In der Abb. 12 sind dilf 
Mikrophotometerkurven voilf 
Kobaltmetall- und Kobaith® 
formiat-Aufnahmen — wieder 
gegeben, die mit der fokus# 
sierenden, drehbaren  Ringi? 
filmkamera hergestellt worded 
waren (Abb. 13). Diese Kaq 
mera ist jedoch fiir den Ge 
brauch bei der Bestimmung 
von Gitterdaten und Gitter 
verzerrungen gedacht [13, 14 4 
Fur die Untersuchung delf 
Bindungsabhangigkeit, bei del 
nur die Glanzwinkel ganz 1 


der Nahe von 90° in Betrachi 


kommen, laBt sich die Kamer} 
ra betrachtlich vereinfacher§ 


tion einer solchen spezielle\i! 
Kamera, wahrend auf Abb. 1) 
diese Ringfilmkamera nebe 
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] 
| 


einer Streichholzschachtel zu sehen ist. Zum Vergleich ist ein klassischer 
inkristallspektrograph mit einer Streichholzschachtel in Abb. 16 wieder- 


Abb. 15. Ringfilmkamera fiir Bindungsabhangigkeit neben einer Streichholzschachtel 


Abb. 16. Réntgenspektrograph in Vakuumtromme 1, verglichen mit einer Streichholzschachtel 


zegeben. Bedenkt man, daB mit der Ringfilmkamera hohere Genauigkeit 
bei der Untersuchung der Bindungsabhangigkeit des Réntgenspektrums 


Pp 
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erzielt werden konnte als mit groBen Roéntgenspektrographen, so scheint 
einem Charakterzug der Arbeitsweise ésterreichischer Forschung Rech- 
nung getragen zu sein, namlich mit geringstem Aufwand genaue Er-|4 
gebnisse zu erzielen. 

Es ist uns ein Bediirfnis, unserem verehrten Institutsvorstand, |} 
Herrn Prof. Dr. F. REGLER, an dieser Stelle fiir die in jeder Weise ge-}4 
wahrte Forderung zu danken. 


Tabelle 1. Gitterkonstanten, die die Co-Kf,-Strahlung (A = 1,6175 A) 
bei 87° beugen, und ihre Realisierung (s. a. Abb. 5). 


1 2 3 4 5 
Gitterkonstanten Zweistoffsysteme, in 
a aus von Elementen, deren Gitterkonstanten- 
(hy hg hg) Dh; Abb. 5 die dem a bereich 
(A) aus Spalte 3 a aus Spalte 3 
ahnlich sind (A) enthalten ist ‘ 
(111) 3 1,4027 
(002) 4 1,6197 
(022) 8 2,2907 
(113) if 2,6861 
(222) 12 2,8055 
(004) 16 3,2395 
(133) 19 3,5302 Ni = 3,5169 Ne a 
Ni 2 Pt Sune 
Cu = 3,6080 Cu — A 
(024) 20 3,6219 Ir = 38312 Ni Ppa 
Mal = tote li7/ Pdi— Ag 
224 2 96 a 
(224) 4 3,9676 Pt — 3.9158 Pde Au Cu 
333 Al = 4,0407 
inal Patl 4,2082 Au = 4,0700 
Ag = 4,0778 
(044) 32 4,5814 
(135) 35 4,7913 
006 
(eal 36 4,8592 
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Introduction and Summary 


The solution of the problem of the head-on impact of an incom-_ 
pressible jet upon an infinite wall has been generalized to give the flow? 
for a jet of compressible fluid. As an example for the use of the method # 
computations have been carried out to find the pressure distribution on { 
the wall for a jet with Macn number M = 0.826 at infinity upstream. 
A comparison has been made of the pressure at the wall for compressible « 
and incompressible flow. 


1. Generalization of the Incompressible Flow Problem to the Problem1 
for Compressible Flow 


Let x and y be rectangular Cartesian coordinates. Consider ad 
low-speed (incompressible) potential flow impinging directly onto ani} 
infinite plane wall (the plane x = 0, Fig. 1); let the flow have a uniform: 
velocity U at x = — oo. Let ® be the velocity potential and Y they 
streamfunction. If then 


z=x%+1Y, w= O47", C= ge? = dwlaz (1) 


q being the resultant velocity and @ the inclination of the flow to the} 
X-axis, w may be expressed as a function of €. For the problem outlined\! 
above w may be expanded in a series of the form 


w= >) dy(e/U); (2)2} 
n=1 


if ¢ is replaced by its value from (1), and d, given its numerical value | 
for the problem in question, we have 
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i> o) 


age Re pie n—1)—1 (g/U)222— e—22n—Hio (3) 
m= 1 
ere K = 4 Uh/z isa scale-factor, h being the half-width of the jet at 


=) at 


In a paper by M. J. Licut- 
LL! on the hodograph trans- 
rmation from low-speed to 
gh-speed flow the following 
eis given: Suppose the low- 
ed flow may be found from 
e series expansion (2), then 
e ‘‘corresponding”’  high- 
eed flow may be found by 
ing the stream-function of 
e high-speed flow to be the 
aginary part of a function 


= aifn(t,) thee a,\ | | 


(4) 
ere T= q?/qy? is the non- ee 

mensional speed, gy being the (theoretical) greatest possible value 
g corresponding to the local velocity of sound c = 0, and 7, is the 
elocity’”’ at infinity upstream supposed subsonic; Y,,(t) = t"/? F,,(r), 
ere [’,,(t) is the hypergeometric function defined by 


an by Ay DrlAn =i 1) (On =i 1) 9 
ral = US — eee 
F(t) Wie ie lino 
rO<71< 1, anda,+h="— 8B, Qnbn,=—thn(n+1); 


B=(y—1)-? and r= 1.4 for air. 

The function /,,(t,) is chosen so that (4) reduces to (3) when gy— 00 
id r and 1, >0, ice. (since Y(t) ~ 1"/? as t +0) so that f,(t,) ~~"? 
;T, 0; this process is equivalent to taking the compressible flow to 
e limit of the incompressible flow. 

M. J. LiGHTHILL has also introduced two quantities 


| o = —T,_? tanh—1(r,*) — $ log(8/2), 
nd s j 
Sere! d isa s 
: s=o-+1;? tanh? i" ~ " — tanh ges } 
T 


‘here o is the value of s at tT = 7,, T; indicating the value of t at sonic 
Deed. s —-—oo ast —0. 

_ We should like to have the behaviour of the series (4) near tT = T, 
» be similar to that of the series (3) near g = U. The asymptotic formula 


beat ,(T:), 
| , ae : V (7, eo Ey 
) W,(t,) = V(t,) e* [1 + O(1/n)], (t,) = ee |e 


Fi 
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is a relation, holding, as |n| + 00, uniformly for 0 < t < t; — « and fo: 
n in the whole complex plane |x + m| > 0, for all non-negative integer} 
m, 6 and e being any two arbitrarily small positive numbers. 

If for large 1, f,(t,) behaves like a function of t, multiplied by e~”s 
it follows from the asymptotic formula for ¥,(t,) that the series (4 
will behave like (3) near g = U. But the simplest function satisfyin; 
these requirements on /,(t,) 1S e—”*. 

In the classic paper by CHAPLYGIN [2] this function was put equal 
to 1/¥,(t,). In the problem under discussion in the present paper, thi 
CHAPLYGIN form of f/,(t,) had to be chosen; it gives a constant value of ¥ 
for t =T,, and thus preserves the free streamlines bounding the jet: 
Other forms for /,(t,) lose this essential feature of a jet flow. Witl 
fale) = UY (4), (4) will ae for the high-speed flow: 


2% Pan —2(t) exp[— (42 — 2) 70] 
wa—-KY (2 — 1) YE A 


n=1 


or, what is the same 


K = Pan —2(t) [cos(4 m — 2) # —7sin(4 n — 2) 6] 


W=— 
(27 — 1) Wa,—2(T,) 


1 


2. Determination of the Rectangular Coordinates in the Plane of th 
High-Speed Flow 


Now we have to find the position coordinates x and y in the plam 
of the high-speed flow. The potential and streamfunction are bot 
functions of t and 6. Differentiating them totally, we have 


d® = ©, do + @, dr, C= Pde Pedr. 

But [3] 
eid De, . i 
(aes si Abie te dP), @=O(l—t)’, gq=tam, (4) 


0) being the stagnation density of the gas. Substitution of the values ff 
d® and dY¥’ into (6) gives 


Si: 


= eee. + 41 —1t)—* Po] d0 + [®, 4 1(1—1)—-* V] ah 


Poni to the term Y = Y/,(z) sin(v@) we have the potential 


”) 


@ = — WIR f: COS(piO) Na). 
Putting 


= sing) Pe (ae Y, = ¥, (7) vcos(y 6) 
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o the equation for dz, we have on integration 


1 [exp [i(v 6 + 6)] 


ee ee | ly el (2 Pte) — 
exp [— 1(v 6 — 6)] ") 
<1 ¥;(c) SP (xv ve) + Pa) 
the wall « = 0 and 6 =2/2. Applying (7) to (5) we find 
5 2 z Y Reis ) a 27 Wa, _0(t) 
= t*qu(1—rt)? Bm (4 —1) (4n — 8) Payn—2(7) , (8) 


3. Numerical Analysis for M — 0.826 and Transformation of 
Equation (8) 


For the speed at infinity t, = .12 was chosen, corresponding to 
CH number M = 0.826, approximately. The values of Ycompr. were 
puted for the values of 7 given in Table I. 


Table I. 
0 0 1.5643 | 0 | 1.5643 0 
319° | .02 | 14575 | .350 1.4702 1.046 
A456 x1) ee ee ey 490 1.3762 1.506 
565 06 1.2597 | 604 || 1.2821 1.906 
659 08 1.1683 716 1.1881 | 2.332 
145 10 1.0818 | 828 | 1.0940 2.908 
| 786 | dl 1.0403 | 938 1.0470 3.410 
826 | 12 1.0000 90 | 1.0000 | oo 


L Since [¥],=4 = (2/2) K, and g, is the stagnation density in the 


T="; 


-mpressible jet, 


(Van= [ee- [ove dx +, dy); 


hd since [3] 
0U=O Py, QV=—Oo Px, 


faw== | o(udy —vdx) = EE (9) 


a a. Ot 
kao aH, (10) 
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where H is the half-orifice in the compressible flow. Thus K = K 01/09) 
comparing a compressible and an incompressible jet with the sam¢ 
volume discharge per unit time; @,/0) = (.88)°/? from (6) for the choser? 


T,. The values of the functions W4,9(t) and Y4,2(r) were taken fron 
the tables, computed by D. F. FERGusoN and M. J. LIGHTHILL [4], andl 
gu was taken to equal unity. 

The choice of t, = .12 necessitated taking ten terms of the seriex 
to ensure that the second decimal place in y was guaranteed. The tablex 
just mentioned, however, do not include suffices y > 15; to take in 
ten terms of the series requires the values of the fonctions ee up 
to y = 38, since y = 4 — 2. To save computational labor we used t the 
results and tables given in a paper by T. M. CHERRY [5]. CHERRY finds 
developments in BEssEL functions which are of the following form 


$ 
win") | porn (r+ % +44. Ale 


4 tJ (v2) (ues jh 


+t Jy'(vt) (* pee ee Jf 

where the functions y,(t) and y,'(t) are related to the functions Part 
and ¥,'(t) by the transformation: 

(v—1) (l—1)-* V(t) = » x(x) —2r y,'(z)/9, 


(y aie 1) (1 —t)h X(T) = Pe) _ oF W(t) |v (124 


i= ee 
In (11): N = (l—r)G—2A/4 f= , Whereas ¢ is related to t by 


tanh—1(1 — ¢?)# — (1 — #2)t — tanh |RSS os tanh |/ 


hy = Md +a ay) I'v — by) 


Liza He 2 b,) FL + ») Tv)’ 
=tly—B +/+ 28)? + By, 

io kp ; VG +28). + 6, 

and finally, /, is the BEssEL function of the first kind of order ». Taking|> 

(12) into consideration, (8) will go over into 


oO 


$ 1 

i, 47 > : L4n—2 (t) : ast 

du, (area) (49 — 3) Pape (ey) t 

The quantities g9*,¢,,...,94*; ¢, are tabulated in CHERRY’S paper) 


whereas N and h, were Pes) 
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—_—, (13) was used to find the contributions to y from the terms 
Now, if A, is the v-th term of the series development in y, we observe 
at the ratios between consecutive terms are such that 
A JjA,=< AsjA va ...< A,/A,y > e—4*#— 9), as ¥ > ©. 
e sum of the series 
ep — A, + 4,4 ... + A,{1 4 eo 89 4 oe 84 CC.) 


greater than that of the series of positive terms giving Veommr lee 
e sum of the series 


Beeeay tt Ay... (A, JA + Ay Anat +: 5) 
ess than Veompr./K. We seek a value of r = 7 (say), such that |S, — S,| 
a small quantity, i.e. a quantity which is negligible with respect to 
e number of decimal places desired. In the present problem, retaining 
uracy to two decimal places, the second decimal place in y was 
ured by carrying out the computations to 7 = 10. 
The pressure corresponding to a given velocity is obtained from 


formula 
l1—t is 
bli = f =) i (14) 


4. Comparison of the Pressures for Incompressible Flow and 
Compressible Flow at the Wall 


Form the known formula [6] 


: 46 
pax tiy= Qhln (log ! ‘tog +6) (15) 
pet bail 
- incompressible flow, where q, is the speed at infinity and ¢ = q e—'®; 
th 6 =2z/2, we find easily 
Vincompr. = (Sh|zx) S' (4n + 1)? (g/ay)8"*2 (16) 


n=0 
}) gives the velocity distribution at the wall for incompressible flow. 
x the calculation of Vincompr., a sufficient number of terms was taken 
ensure the second decimal place. Yincompy./h is tabulated in Table I. 
Further, by BERNOULLI’s law 


ratio of any pressure to the pressure at infinity 


p+t07?=),+40%", (17) 
pip) =1+ (40% 7/61) (1— 97/417). (18) 


-we require the stagnation pressure ratio to be the same for the 


: : j 
mpressible and incompressible cases, then 


| (po) incompr.[Py = 1+ (20%? /py) = 1/1 — 1)? = (Po)compr.Py, (19) 

nere p, denotes the stagnation pressure. The values /f, for varying 

1, from (14), as well as those from (18), are given in Table I. These 
10* 


- om) 
. LA le 
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relations permit us to compare the fall of pressure ratios of compressiblé 
and incompressible flows with the same value of po/P,. 
RIP 
RIP 


1.50 


1.00 
0.00 1.00 2.00 3.00 3.50 


Ye/H, Yi/h 


Fig. 2 


In Figure 2, p:/p, and £./p, have been plotted against yi/h and ye/ 
The short curve represents the fall of pressure for the compressible flow 
showing that the pressures in the compressible flow fall off much mom 
rapidly than those in the incompressible flow (long drawn curve 
This behaviour results from the fact that, given the pressures p; ani 
Po Pilfo < 1, there is more momentum in an incompressible jet. 

The author wishes to express his deep appreciation to Dr. D. C. Pz 
who introduced him to the subject and gave kind advice at all timey 
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ur experimentellen Priifung der wellenmechanischen Theorie 
der Feldelektronenemission 


Von 
R. Haefer, Vaduz-Liechtenstein 


Mit 7 Abbildungen 


(Eingelangt am 13. September 1955) 


Zusammentassung 


Bei einer friiheren experimentellen Untersuchung [6] zur Priifung der wellen- 
echanischen Tunneleffekttheorie der Feldelektronenemission bestand die 
chwierigkeit, daB die elektrische Feldstarke und die Stromdichte am Scheitel 
er iibermikroskopisch abgebildeten Kathodenspitzen nicht mit der wiinschens- 
erten Genauigkeit ermittelt werden konnten, da die wirklichen Formen der 
pitzen von derjenigen des theoretisch angenommenen Rotationshyperboloids. 
bweichen. Durch Anwendung einer kiirzlich von DRECHSLER und HENKEL [4] 
usgearbeiteten Methode ist es nun méglich, die Feldstarke und die Stromdichte 
m Scheitel der Spitzen zu berechnen und somit zu zeigen, um welche Betrage 
ie friiher experimentell ermittelten Konstanten des Feldemissionsgesetzes korri- 
iert werden miissen. Die auf diese Weise erhaltenen KorrekturgréBen sind aber 
50 bemessen, daB das friiher erzielte Ergebnis [6] der Giiltigkeit der unter Be- 
iicksichtigung der Bildkraft gewonnenen wellenmechanischen Theorie der Feld- 
slektronenemission sowohl bei reinen wie bei mit Fremdatomen bedeckten Ka- 
thoden aufrechterhalten bleibt. 


Einleitung 


Vor mehreren Jahren wurde vom Verfasser die wellenmechanische 
Tunneleffekttheorie der Feldelektronenemission experimentell be- 
stitigt (6]. In dieser Untersuchung wurde zur Ermittlung der Gestalt 
der im allgemeinen sublichtmikroskopisch feinen Wolframspitzen erst- 
malig das Ubermikroskop herangezogen und durch Vermessung der 
jibermikroskopischen Aufnahmen die wirksame elektrische Feldstarke 
am Scheitel der Spitzen berechnet. Diese Berechnung erfolgte in der 
Weise, daB die Spitze (mit Riicksicht auf die Versuchsanordnung 
‘Kathodenspitze — ebene Anode) zu einem Rotationshyperboloid ideali- 
‘siert wurde, dessen Scheitelfeldstarke mit Hilfe einer aus der Elektro- 
statik bekannten Formel [12] ermittelt werden kann. Nun weichen 
aber die Formen der Kathodenspitzen meistens stark von der eines 
Rotationshyperboloids ab. Wahlt man das Rotationshyperboloid derart, 
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daB es am Scheitel den gleichen Kriimmungsradius besitzt wie die | 
Spitze, so berechnet man einen zu niedrigen Wert der Scheitelfeldstarke, 
weil ein solches Hyperboloid in gréBerer Entfernung vom Scheitel breiter 
als die Spitze ist. Aus diesem Grunde wurde zur Berechnung der 
Scheitelfeldstarke ein ,,schlankeres“ Rotationshyperboloid angenommen, 
das am Scheitel einen kleineren Kriimmungsradius als die Kathoden-_ 
spitze hat. Die in dieser Hinsicht getroffene Wahl wird durch die 
Abb. 1 a und 2a veranschaulicht. DaB die Kathodenspitzen mit den 
in diesen beiden Abbildungen mit eingezeichneten Hyperboloiden hin- 
sichtlich der Scheitelfeldstarken annahernd dquivalent sind, wurde 
durch Versuche im elektrolytischen Trog kontrolliert. 

Zur Priifung der Theorie der Feldelektronenemission aber mu 
auBer der Feldstarke noch die Stromdichte ermittelt werden. Wird nun 
die Feldstarke am Scheitel der Spitze gemessen, so hat das gleiche auch 
fiir die Stromdichte zu gelten. Um die Stromdichte am Scheitel aus dem _ 
gemessenen Gesamtstrom und den Abmessungen der Spitze bestimmen 
zu kénnen, ist die Kenntnis des Verlaufes der Feldstarke langs der 
Kathodenoberflache erforderlich. Dieser Feldstarkeverlauf war aber 
bisher rechnerisch nicht zu ermitteln. Daher muBte der Faktor, um den 
die Stromdichte am Scheitel héher als die mittlere aus Gesamtstrom 
und Kalottenflache berechnete Stromdichte ist, auf Grund des Ver- 
laufes der Helligkeit des Leuchtschirmbildes beim Feldelektronen- 
mikroskop nach E. W. MULLER [{8, 10] geschatzt werden. 

Inzwischen ist von DRECHSLER und HENKEL [4] eine Methode aus- 
gearbeitet worden, die die Berechnung des Feldstarkeverlaufes bei 
praktisch allen im Experiment vorkommenden Spitzenformen ge- 
stattet, soweit diese nur rotationssymmetrisch sind. Durch Anwendung 
dieser Methode ist nun eine Moglichkeit gegeben, die friiher in [6] er- 
mittelten Werte von Feldstarke und Stromdichte und damit die friiher 
vollzogene Bestimmung der Konstanten der Feldemissionsgleichung auf 
rechnerischem Wege einer Nachpriifung zu unterziehen. Dies ist der 
Gegenstand der vorliegenden Mitteilung. Im ersten Teil der Arbeit wer- 
den wir uns mit der Feldelektronenemission in ihrer Abhangigkeit von 
der Feldstarke bei reinen Wolframspitzen befassen und im zweiten Teil 
mit der Feldelektronenemission in ihrer Abhangigkeit von der Aus- 
trittsarbeit bei mit Fremdatomen bedeckten Wolframspitzen. 


I. Feldelektronenemission in ihrer Abhingigkeit yon der Feldstirke 


1. Bestimmung der Scheitelfeldstdrke 


DRECHSLER und HENKEL berechnen durch Superposition der Poten- 
tiale eines Hyperboloids und einer Kugel Aquipotentialflachen, die |] 
moglichen Spitzenformen entsprechen. Dabei wird angenommen, daB } 
Kugelmittelpunkt und Mittelpunkt des Kriimmungskreises am Scheitel | 
des Hyperboloids zusammenfallen. Bei gegebenem Kriimmungsradius 7 |} 
unterscheiden sich die verschiedenen Spitzenformen durch die GréBe 


des Formfaktors a, der den Anteil des Kugelfeldes an der gesamten 
Feldstarke Fy am Scheitel angibt. Es ist also 


Fy = (1 —a) Fuyp, + OF Rue. =U : (1) 


Hier ist U die Anodenspannung und d der Abstand Scheitel — ebene 
Anode. Wir kiirzen den Klammerausdruck rechts in (1) durch & ab und 
schreiben 


F,=k-U (1 a) 


\ 
| 
1 
1 
1 
| 
i} 
\ 
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! 

Tl _— Wolframspitze Nr. 12 durch Schmelzen geglattet, nach Abb. 8 Z. f. Phys. 116, 614, 1940 
| —————— Rotationshyperboloide: a) Kriimmungsradius y= 1,3 Formfaktor a=0, 8) bis e) 
| Kriimmungsradius r = 2,0 4 und Formfaktoren nach DrecusLer und HENKEL a = 0; 0,10; 0,15 und 0,20 


Beste Annaherung der Spitze in Abb. 1d 


Man findet mit dem Verfahren von DRECHSLER und HENKEL, daB die 
Spitze Abb. 1 am besten durch die durch y= 2,0u und a = 0,15 
_charakterisierte Form angendhert werden kann. Bei der Spitze in 
ae 2 ist es diejenige Form, die durch r = 22 mu und a = 0,10 ge- 
_kennzeichnet ist. Die folgende Tabelle zeigt die nach (1) berechneten 
Werte k neben den friiher benutzten Werten k’. k’ ist mit den in 
Abb. la bzw. 2 a4 angegebenen Werte 7’ und a = 0 nach Gl. (1) be- 
-rechnet worden. 
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h und k! stimmen insbesondere bei Spitze 12 gut miteinander twberein, | 
so daB damit die friiher hinsichtlich der Scheitelfeldstarke getroffene 
Gleichsetzung von Spitze und Hyperboloid gerechtfertigt ist. 


Tabelle 1 
a a 
y a d hk V/ h’ 
EL my cm (cia tiog | my Chia 
MS 
INS one bn Wo) on 2000 460,15 ~=— 0,25 ies los 1300 1,72-108 
Nr. 24, Abb. 2 22 0,10 0,20 1,09- 105 16 0,95 10 


N 
P= 20 Ml S 
a-2,70 
Abb. 2. — —— — Wolframspitze Nr. 24, durch Ionenaufprall erzeugt, nach Abb. 6 Z. f. Phys. 116, 612, 
1940. ————————_ Rotationshyperboloide: a@) Kriimmungsradius += 16my, Formfaktor a= 0. 


b) r = 22 mp, a= 0,10. Beste Annaherung der Spitze in Abb. 2} 


Die Spitze Nr. 12 wurde einem Schmelzproze8 im Vakuum unter- f 
worfen, so da8 ihre Oberflachenrauhigkeit von nur atomarer GrdBen- 4 
ordnung sein diirfte. Von einer Beriicksichtigung lokaler Feldstarke- « 
erhohungen kénnen wir daher absehen. Zur Fehlerabschatzung von k » 
ist folgendes zu sagen: Die Unsicherheiten in der Ermittlung des tber- 
mikroskopischen VergréBerungsmaBstabes sowie in der graphischen Be- - 
stimmung des Kriimmungsradius 7 von Spitze Nr. 12 betragen je 5m. | 
Die Bestimmung von a ist nach DRECHSLER und HENKEL auf 10% , 
genau moglich, was — fiir sich allein betrachtet — die GréBe k nach } 
(1 a) auf 4° unsicher macht. Der EinfluB des MeBfehlers von d, das nur 
logarithmisch in die Rechnung eingeht, kann auBer Betracht bleiben. , 
Damit ist bei der Spitze Nr. 12 die gesamte Unsicherheit von k + 14%. . 
Nehmen wir noch 1% Fehler bei der Messung der Spannung U an, sof 
erhalten wir fiir die Ungenauigkeit der berechneten Scheitelfeldstarke ¢ 
+ 15%. 

Die extrem feine Spitze Nr. 24 war durch Ionenaufprall erzeugt) 
worden. Die tibermikroskopische Aufnahme ist leider gerade im Bereich} 
des Scheitels verschwommen, so daB hier die Ungenauigkeit bei der Be-)) 
stimmung von k gréBer ist, als dies bei der zuvor erwahnten Spitze der)) 


| 
} 
; 
- 
| 
| 


| 
] 


Priifung der wellenmechanischen Theorie der Feldelektronenemission 153 


Fall war. Zur Ermittlung von ry und a wurde mit Riicksicht auf die im 
nachsten Absatz folgende Feststellung der dunkel gezeichnete Bereich 
der tibermikroskopischen Aufnahme vermessen. Die Unsicherheit von k 
diirfte etwa 20°, betragen. 

Nach unserer heutigen Kenntnis diirfte es sich bei dem Saume um 
die Spitze Nr. 24 ((/6], Abb. 6) um eine Kohlenstoffanlagerung infolge 
Zersetzung von Fettmolekiilen, die aus den Dichtungen und _ insbe- 
sondere der Objektschleuse des Ubermikroskops stammen, infolge 
Elektronenaufpralls [7] handeln. Diese Erscheinung ist z. B. bei der 
Nickelspitze in Abb. 4 dazu benutzt worden, die Gestalt der Spitze im 
frisch geatzten Zustand zu fixieren. AnschlieBend ist in einem weiteren 
Versuch durch Erwarmung der Spitze im Vakuum auf Temperaturen 
oberhalb 130° C die Oberflachenwanderung der Nickelatome iiber das 
eigene Gitter eingeleitet worden [9, 1, 3]. Die Spitze hat sich dabei 
unter Vergr6Berung des Kriimmungsradius geglattet und man erkennt 
in Abb. 4 deutlich die stehengebliebene Kohlenhiille, die die urspriing- 
liche Form der Spitze umgibt. 


2. Bestimmung der Stromdichte am Scheitel der Spitze 


Nach der wellenmechanischen Theorie der Feldelektronenemission 
von FowLeR, NORDHEIM, BETHE und SOMMERFELD [2, 5, 11] ist die 
Stromdichte in A/cm? 

3/2 
F2  —2,98.107 P »( 
f= 155 -10-*-— 10 = 
Pp 


3,62.10—4 |/F 
Pp 


wobei die Feldstarke F in V/cm und die Austritts- 


arbeit g in eV einzusetzen sind. Die Zahlenwerte rsinv 
der Bildkraftkorrektur v (F,g) sind von BETHE LA rae 
und SOMMERFELD tabellarisch angegeben. In der 4 


Darstellung lg 7/F? gegen 1/F liefert Gl. (2) in dem 
Bereich, in dem die Messungen liegen, sehr genau 
eine Gerade (Abb. 7). Erst bei sehr hohen Feld- 
starken tritt ein deutliches Abweichen von dieser 
Geraden auf. Wir ersetzen daher (2) durch die 
fiir den praktischen Gebrauch handlichere Form 
b gal? 
(=A PAI % (3) 
Abb. 3. Zur Berechnung 

Die Mengenkonstante A wird durch den Ordinaten- der Stromdichte am Schet- 
schnittpunkt des nach 1/F = 0 extrapolierten = 
geradlinigen Teiles der lg 1/F? — 1/F Kenn- 
linie bestimmt und die GréBe 6 durch die Neigung dieser Kennlinie. 
A und b sind von F nicht abhangig, wohl aber von gy. Die Abhangigkeit 
der GréBe b von ist sehr gering. Bei py = 4,5 eV betragt b = 2,89: 
- 107 Vcm—}/(eV)?/2 und bei gy = 1,5 eV ist 6 nur 1% kleiner als der 
eben genannte Wert. Uber die Abhangigkeit der GréBe A von — siehe 
die Arbeit [6]. 
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Der Verlauf der Feldstirke F lings der Oberflache, der von 
DRECHSLER und HENKEL fiir verschiedene Formfaktoren a ermittelt 
worden ist, l4Bt sich durch 

F=f, j(07 0) (4) 
ausdriicken (Abb. 3 und 5). #@ ist dabei der Winkelabstand vom Scheitel. 
Nach (3) und (4) ist der Verlauf der Stromdichte langs der Oberflache 
durch 


Bey aii ebs = (5) 
10 
als Funktion von g?//Fo, 
: is ? und a gegeben. 7, ist die 
MOEA Stromdichte am _ Scheitel. 
Nickelspitze— Der Gesamtstrom /, der im 
Experiment gemessen wird, 
ist dann (Abb. 3) 
a/2 


| Oe i(#) sin Odd. 


Dabei ist v7 = const = dem 
Kriimmungsradius der Spitze 
und ferner als obere Grenze 
§ =m/2 —gesetzt worden, 


Abb. 4. Ubermikroskopische Aufnahme einer durch 


Atzen liergestellten Nickelspitze. Die urspriingliche Beides ist wie _ bereits 
Gestalt der Spitze ist durch die im Ubermikroskop DRECHSLER und HENKEL fest- 
durch Elektronenbestrahlung entstandene Kohlen- : 
stoffhiille fixiert. Beim Erwarmen der Spitze im stellen — berechtigt, da wesent- 
Vakuum auf Temperaturen oberhalb 130° C tritt oe aaah A Ga 
infolge Oberflachenwanderung eine Glattung der liche Abw eichunge n der Spitze 
Spitze ein, wobei die Kohlenstoffhille stehen bleibt. von der Kugelform erst in 
VeregroBerung4900-fach. Praparation und Aufnahme: Se ee 

F, GRASENICK eroBerer Entfernung vom 


Scheitel auftreten und_ hier 
der Beitrag zum Gesamtstrom ohnehin gering ist. Wird nun (6) mit 7% 
erweitert, so erhalt man, da 7) von ? unabhangig ist, 


n/2 
ee =I 
bW=5 J 5 ss sin Odd =~ J = °2, (7) 
eb gal (Ad We DIG7 
0 
wobei g unter Berticksichtigung von (5) durch 
n/2 n/2 
% i x bg? 1—f 
oa —sin Pa} = FLO ees / sin ddd (8) | 
/ *%% : 
0 0 


gegeben ist. Die GréBe g gibt den Faktor an, um den die Scheitelstrom- 
dichte 7) groBer als die mittlere Stromdichte ist. Der Ausdruck g, der 
eine Funktion nur von p/?/I*) und a ist, ist durch graphische Integration 
unter Benutzung der Werte /(#, a) nach Abb. 5 ermittelt worden und in 
Abb. 6 fiir a = 0,10 und 0,15 dargestellt. 


cr 
| 
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3. Bestimmung von b 
Nach (8) ist 


iy as 
pie aa ee (9) 


Setzt man in diese Gleichung die durch das Experiment bestimm- 
baren GréBen J und U unter Verwendung von (1 a) und (7) ein, so er- 
halt man 


Je by” 
esa 8A —Fy ee 
und daraus 
pee ee sil" elgg | Fk lg {0 leg (11) 
g2| alj/U. ' aljU gz al/U ep ialal Vee 


0 70 20 IO 40 50 60 70 00 GOB 


Abb. 5. Feldstarkeabfall F/F, als Funktion des Scheitelwinkels fiir die Formfaktoren a = 0,10 und 0,15 
nach DRECHSLER und HENKEL [4]. Fy = Scheitelfeldstarke 


Bei der friiheren Auswertung der Experimente war g’ = 1,5 = const. 
statt g und k’ statt k verwendet worden, so daB der friiher erhaltene 
Wert 

k’ alg J/U? 


b! = 2 
gil? 01/U © ) 
_lautet. Aus (11) und (12) ergibt sich die Beziehung 
k,, leg 
oa ate (13) 


| 
mit deren Hilfe die friiher erhaltenen Werte b’ korrigiert werden k6nnen. 


' Mit dem Wert m = 4,50 eV fiir die Austrittsarbeit des reinen Wolframs, 
‘den Daten k, k’ nach Tab. 1 und der Abb. 6 zu entnehmenden GréBe 
a lg g/dp?/?/F) findet man fiir 6 die in der folgenden Tabelle aufgefiihrten 
‘Werte. 


10 a* 


4 
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Tabelle 2 
EEE nn 
een dlgg b’ | b 
Spitze ae See ap*?/Fo Vem—!]|[Vem—"]| lg 4’ | 1g A 
Fo (Veem) vem—y(ev)9!™ || (evy5 JIL (ev)? 
Np WS, NOs NWO iis oo Bol? 1,2 108 2,7: 107 | 2,6,: 107 | —5,4 | —5,5 
Nr. 24, Abb. 2/4,6...7,4- 10? 2,0- 108 2,8: 107 | 3,0,: 107 | —5,0 | —5,2 
theoretisch Seat a 
nach (2), (3) 
Gg 
18 
7 A 
16 
15 
4 
13 
72 
17 
10 
9 
8 
Ye 
6 
oD 
4 
o 
2 
7 
0 
0 7 Z 4 5 & 7 810° Vem! fy 
(V]92 pie 
0 7 h 3 4 f 6 7.107 Viem fy tir 
9-45 
1077 70 10210 70% 705 708 107 Afcmé 


lg tir 9-45 eV 


Abb. 6. Faktor g, um den die Stromdichte i, am Scheitel gréGer ist als die mittlere Stromdichte Ji2n”° 4 
in Abhangigkeit von F,/g3!*, bzw. Fy bei mp = 4,5 eV, bzw. ip bei p = 4,5 eV. (Fy = Scheitelfeldstarke, |.) 
gm = Austrittsarbeit.) Formfaktoren a = 0,10 und a= 0,15 

Die Unsicherheit von 6 ist, da die GréBe alg g/dq3/?/Fy mehr als eine }) 
Zehnerpotenz kleiner als } ist, im wesentlichen gleich der von k. Man er- -| 
kennt, da die experimentell gewonnenen Werte 0 innerhalb dieser Un- +) 
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sicherheit mit dem theoretischen Werte } iibereinstimmen. Der Unter- 
schied zwischen 0’ und 6 liegt ebenfalls innerhalb der Fehlergrenzen von 0. 


4. Bestimmung von A 
Nach (10) ist der wahre Wert von A durch 


Jeg b gl? 
Baa bo ieot RO M4) 


gegeben, wahrend der friihere Wert A’ durch die Gleichung 


Te : b! gi 
ga ls et FO 


mit g’ = 1,5 bestimmt worden war. Aus diesen beiden Gleichungen er- 
gibt sich unter Beachtung von (13) 


here oles 
lg A = lg A‘ + lg kip Fr. aya2iF 
Setzt man in diese Gleichung die Daten 7, 7’, k, k’ aus Tab. 1, g’ =1,5 
und ferner g und @ lg g/dq3/?/F, fiir verschiedene MeBwerte Fy des 
Feldstarkebereiches, in dem die Messungen liegen, ein, so sieht man, 
aB das zweite und dritte Glied rechts in (15) sich weitgehend kompen- 
ieren und eine von J, praktisch unabhangige KorrekturgroBe liefern. 
as Ergebnis wird durch die Gegeniiberstellung von lg A’ und lg A 
in Tab. 2 gezeigt. lg A stimmt bis auf den Betrag von 0,4 bzw. 0,1 
mit dem theoretisch zu erwartenden Wert tiberein. Eine Unsicherheit 
dieses AusmaBes kann auf Grund von Gl. (14) verstandlich gemacht 
werden: Wir betrachten zunadchst das erste Glied auf der rechten Seite 
von (14). rk ist nach dem friiher Gesagten mit Riicksicht auf die Be- 
stimmung von a auf 4° und U auf 1% unsicher; also ist 7? k? U? auf 
10% ungenau. g ist wegen der oben genannten Unsicherheit von I’y 
auf 15° unsicher. Weiterhin bringt die graphische Integration, die zur 
‘Berechnung von g noétig war, einen Fehler von g, der zu 10°% geschatzt 
wwerden kann. SchlieBlich ist noch zu beachten, daB bei der Berechnung 
von g nicht der Tatsache Rechnung getragen wurde, daB einzelne Be- 
reiche der einkristallinen Spitzenkalotte eine verminderte Emission 
zeigen. Der dadurch bedingte Fehler kann mit 10°{ veranschlagt werden. 
Alle die soeben genannten Fehler machen das erste Glied rechts in 
Gl. (14) auf rund 0,2 unsicher. Das zweite Glied rechts in Gl. (14) ist 
von der Ordnung 10; es kann — wie die Betrachtung von Gl. (11) 
lehrt — um etwa 2% unsicher sein. Dies bedeutet einen mdglichen 
Fehler vom Betrage 0,2, so daB der gesamte Fehler von lg A etwa 0,4 
ausmachen kann. 

Die korrigierten Werte } und lg A in Tab. 2 zeigen, daB das frither 
in [6] erzielte Ergebnis der Giiltigkeit der unter Beriicksichtigung der 
Bildkraft gewonnenen wellenmechanischen Theorie der Feldelektronen- 
emission bei reinen Metalloberflachen aufrechterhalten bleibt. 


(15) 
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Il. Die Feldelektronenemission in ihrer Abhingigkeit von der 
Austrittsarbeit 


7. Bestimmung von I, 


Bei der Untersuchung der Feldelektronenemission von mit Fremd- 
atomen bedeckten Kathoden wurde friiher so vorgegangen, daB die zur 


theoreristh . 
Ialt Bild kratt 
ohne Bildkratt 


-@ _ —= 
O Spitze N° 12, Abb. 14a 7, 
A + +4 4 2b 
10 
Ws 
-14 
ais 
je 
16 =~ 
0 7 2 Gi 4,708 VGlt cm 
Abb. 7. Stromdichte—Feldstarke—Kennlinien des reinen Wolfram nach der wellenmechanischen Theorie (/ 
von Fow.rer-Norpueim (ohne Bildkraft) und Brerne-SOMMERFELD (mit Bildkraft) und die unter Bertick- «| 
sichtigung des Verlaufes von Feldstarke und Stromdichte langs der Spitzenoberflache korrigierten MeB- 5) 


Berechnung der Scheitelfeldstaérke erforderliche GréBe k’ aus der! 
Neigung der Strom-Spannungskennlinie der reinen Wolframkathode 
dle J/U2 bw @w?!? 


alj/uU k' 
Fiir 6» ist dabei der fiir Wolfram mit der Austrittss) 


ermittelt wurde. 
arbeit gy = 4,5 eV giiltige theoretische Wert (Tab. 2) eingesetzt worden.\} 


ergebnisse 
: 

if 

17 


In Wirklichkeit ist aber nach (11) zu setzen 
alg J/U? lee eels 
O/C ol ae k 
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urch Kombination dieser beiden Gleichungen ergibt sich 


k 1 dlgg 
k' bag? /F, 

In dieser Gleichung ist der Ausdruck auf der rechten Seite zundchst 
ur auf die Daten der reinen Wolframkathode anzuwenden. Es laBt 
ich jedoch durch Zahlenrechnungen, auf deren Wiedergabe wir hier ver- 
ichten wollen, zeigen, daB der Ausdruck auf der rechten Seite von (16) 

i gegebener Gestalt (r, @) der Spitze im reinen und im bedeckten Zu- 
tand praktisch den gleichen Wert hat. Dieses Ergebnis riihrt im 
esentlichen daher, daB die Elektronenstromdichte nach (2) im Bereich 
nserer MeBergebnisse praktisch nur von dem Verhiltnis gp? ab- 
angt. Gl. (16) kann also bei beliebigen Bedeckungsgraden der Kathode 

gewendet werden, weshalb auch der auf Wolfram beziigliche Index w 
ier fortgelassen ist. Voraussetzung fiir diese Allgemeingiiltigkeit von 
16) ist allerdings, daB die mit Fremdatomen belegte Kathode eine ein- 
eitliche Austrittsarbeit besitzt, so daB die gesamte emittierende Flache 
m reinen und im bedeckten Zustand die gleiche ist. 

Die zahlenmaBige Auswertung von (16) zeigt, daB z. B. bei Spitzen 
er Formen Abb. 1 d und 26 k&/k’ = 1,04, bzw. 1,07 ist. Das bedeutet, 
aB die wahre Feldstérke um 4% bzw. 7% gréBer ist als frither ange- 
ommen wurde. Wie wir jedoch weiter sehen werden, hat diese Korrektur 
aum einen Einflu8 auf die weiteren, an den bedeckten Kathoden er- 
ielten Ergebnisse. 


(16) 


2. Bestimmung der Austrittsarbeit 


Das ?/?-Gesetz der Feldelektronenemission. wurde friiher dadurch 
sepruft, daB aus der Neigung der Kennlinien der optimal bzw. kompakt 
vedeckten Kathoden 
alg J/U? b 3 

Ait =) k' 
lie Austrittsarbeit g’ ermittelt und der erhaltene Wert mit aus der 
a bekannten Werten verglichen wurde. In Wirklichkeit ist aber 


hach (11) anzusetzen 
' 


ple Jj" gt? aig bg? 

aijU | k apP/F, 
\us diesen beiden Gleichungen erhalt man unter Verwendung von (16) 
cach kurzer Rechnung 


lo 


Gag: (17) 
| Dies bedeutet, daB die friiher aus den Feldemissionsmessungen er- 
aittelten Werte der Austrittsarbeiten, die das p%/*-Gesetz als giiltig er- 
yiesen, durch die Beriicksichtigung der Stromdichteverteilung nicht 
nodifiziert werden, sofern die zu (16) notwendige Voraussetzung er- 
illt ist. Diese Voraussetzung der einheitlichen Austrittsarbeit war bei 
en kompakt mit Kalium und Caesium bedeckten Kathoden gut erfiillt. 
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(Auch die Bereiche verminderter Emission stimmen in diesem Fall 
bei kompakt bedeckter und reiner Kathode in ihren Abmessungen gut 
iiberein.) Weniger gut ist die genannte Voraussetzung hingegen bei der 
kompakten Ba und den mit K, Cs, Ba optimal bedeckten Kathoden 


erfiillt?. 


3. Bestimmung von lg A — lg Aw 
Sind F und F, die Scheitelfeldstarken, die erforderlich sind, um 
einen gegebenen Strom /J aus der bedeckten bzw. der unbedeckten 
Kathode zu entnehmen, so ist nach (14) 
ie Fy? (bg? be G3! 
ee Ne NE 2 je 
Ohne Beriicksichtigung der Stromdichteverteilung wurde friiher 
F,,'? b gp US Cee 
Pe (= 
Ig A'—Ig Aw’ = lg Fe 4 | a F, 
angenommen. Setzt man nach (17) y=q’ und ferner kjk’ = F|F' =F ol/Fas 
so erhalt man 


. h\ (bq? bv Vu 2? 

(lg A —lg Ay) — (Ig A’ —lg Aw’) = Ig 2 (1 z| ( i . ) 
(18) | 

Eine Abschatzung der rechten Seite von (18) unter den Annahment 

Go =45eV, p= 1beV, c= 0,1, bzw. 0,15 liefert im Bereich 1) = 1 
bis 106 A/cm? einen Wert kleiner als 0,02. Eine derart kleine Korrektury 
kann unberiicksichtigt bleiben, da sie eine GroBenordnung kleiner alst 
die Unsicherheit in der Bestimmung von lg A —lg Aw ist. Da von 
Gl. (17) Gebrauch gemacht wurde, gilt auch hier — ebenso wie bei der) 
Ermittlung vong —, daB eine einwandfreie Bestimmung von lg A—lg Auf 


lg A —lg Aw 


nur méglich ist, wenn die Kathode eine einheitliche Austrittsarbeit be= 
sitzt. Damit ist gezeigt, daB die frither in [6] an den kompakten Kalium~ 
und Caesiumschichten (py = 2,18, bzw. 1,92 eV) erzielten experimenteller’ 
Ergebnisse, die die Giiltigkeit der unter Beriicksichtigung der Bildkrafti, 
gewonnenen wellenmechanischen Feldemissionstheorie auch fiir bedeckta 
Kathoden bestatigten, nach den in dieser Arbeit angestellten Uber 
legungen keiner Revision bediirfen. 


Geriitebau-Anstalt Balzers, Fiirstentum Liechtenstein. 
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Buchbesprechungen 


Atomphysik. Von K. Becuert und Cu. GERTHSEN. Dritte, umgearbeitete Auf- 
Jage. Band I: Allgemeine Grundlagen. 1. Teil. (Sammlung GOscHEN: 
Band 1009.) Mit 55 Textabb., 124 S. DM 2.40. — Band II: Allgemeine 
Grundlagen. 2. Teil. (Sammlung GéscHEN: Band 1033.) Mit 48 Textabb., 
112 S. DM 2.40. Berlin: W. de Gruyter & Co. 1955. 

Die vorliegende 3. Auflage der Allgemeinen Grundlagen der Atomphysik in der 
Sammlung GOscHEN ist auBerordentlich zu begriiBen. Stellt sie doch ein wert- 
volles Hilfsmittel fiir das Studium dieses wichtigen Zweiges der Physik dar. Nicht 
nur die Auswahl des Stoffes, sondern auch die ganze Anlage ist als mustergiiltig zu 
bezeichnen. Der Leser findet aber auch die wichtigsten Fundamentalkonstanten 
iibersichtlich zusammengestellt, wobei die neueste Literatur zugrunde gelegt wurde. 
Eine erste Orientierung bei Beginn des Studiums gestattet hier miihelos sich einen 
Uberblick zu verschaffen. : 

Druck und Ausstattung des Werkes stellen dem Verlag ein hervorragendes 
Zeugnis aus., P. URBAN, Graz. 


Introduction to the Theory of Neutron Diffusion. Band I. Von K. M. Casg, 
F, pg HorrMann und G. PraczEK. Mit 44 Textabb., 174 5S. Washington: 
United States Atomic Energy Commission. 1953. $ 1.25. 

Von diesem Werk liegt erst der erste Band vor und dieser bricht mitten in einem 
Kapitel ab, so da® eine endgiiltige Kritik vorbehalten bleiben muB. 

Es beinhaltet eine ins Detail gehende Abhandlung der allgemeinen Gleichungen 
der Neutronendiffusionstheorie hinsichtlich der geometrischen Form und der 
physikalischen Eigenschaften des Mediums. Dabei beschrankt man sich auf die 
Annahme einer einheitlichen Neutronengeschwindigkeit, die sich auch im Verlauf 
des Diffusionsprozesses nicht andern soll. Fiir kompliziertere Probleme wurden 
nur ganz kurz die Méglichkeiten einer Behandlung angezeigt. 

Es ist daher bereits ersichtlich, daB dieses Werk nur fiir einen ganz kleinen Kreis. 
von Wissenschaftlern von Interesse ist, fiir diese aber von immens groBem. 

H: ZINGL, Graz. 


Linfiihrung in die theoretische Physik. Von W. D6rinc. Band II: Das elektro- 
magnetische Feld. (Sammlung GéscHEN: Band 77.) Mit 15 Textabb., 
123 S. Berlin: W. de Gruyter & Co. 1955. DM 2.40. 

Der eben erschienene 2. Band der Einfiihrung in die Theoretische Physik be- 
handelt das elektromagnetische Feld. Nach einer eingehenden Behandlung der 
Elektrostatik und des elektrischen Stromes wird die Magnetostatik dargestellt. 
Dann folgt das Magnetfeld von stationaren Strémen und das elektrische Feld in 
einem veranderlichen Magnetfeld. Als Abschlu8 werden die allgemeinen elektro- 
magnetischen Gleichungen ausfiihrlich erértert. Der ganze Stoff wird modern dar- 
gestellt und den heutigen Erfordernissen entsprechend ausgewahlt. So findet der 
Leser beispielsweise eine kurze und iibersichtliche Behandlung der Elektronen- 
schleuder und im Anhang einen sehr lesenswerten Artikel tiber die MaB- und Be- 
eriffssysteme. 


\ 
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Druck und Abbildungen sind auBerordentlich iibersichtlich. Das Werk kann 
unseren Studierenden als Hilfsmittel und Repetitorium wirmstens empfohlen 
werden. P. URBAN, Graz. 


Theoretical Elasticity. Von A. E. Green und W. ZERNA. Mit 42 Textabb., XIII, 
442 S. London: G. Cumberlege. 1954. 50 s. net. 

Die Verfasser behandeln in dem vorliegenden Werke hauptsichlich drei Gebiete 
der Elastizitatstheorie: Endliche elastische Deformationen, Methode der kom- 
plexen Variablen fiir zweidimensionale Probleme isotroper und aelotroper Kérper 
und Schalentheorie. Die Darstellung verwendet konsequent die allgemeine Tensor- 
schreibweise und stellt die behandelten Probleme in eleganter und durchsichtiger 
Form dar. Nach einer Zusammenfassung der wichtigsten Hilfsmittel im ersten 
Kapitel werden die wichtigsten Eigenschaften der zweidimensionalen Oberflachen 
abgeleitet, indem man sie als in den dreidimensionalen EuKiipischen Raum ein- 
gebettet betrachtet. Das Kapitel II enthalt einen AbriB der allgemeinen Theorie 
der Elastizitat unter Beriicksichtigung endlicher Deformationen, wobei besondere 
Aufmerksamkeit auf die Formulierung der Spannungsbeziehungen isotroper 
Korper verwendet wurde. Im dritten Abschnitt werden die Lésungen einiger 
spezieller Probleme isotroper und inkompressibler Kérper behandelt, wobei eine 
Anzahl von ihnen zur praktischen Anwendung auf gummi-dhnliche Materialien 
besonders geeignet erscheinen. Das IV. Kapitel gibt eine Theorie der kleinen De- 
formationen, die zu endlichen iiberlagert werden, wobei keinerlei besondere An- 
nahmen tuber die Spannungs-Energie-Relation gemacht werden. Diese Theorie ist 
sowohl auf kompressible als auch auf inkompressible Kérper anwendbar und ge- 
stattet die Lésung einiger spezieller Probleme. Nach einer Ubersicht iiber die 
klassische Theorie der Elastizitat infinitesimaler Deformationen im Kapitel V sind 
die letzten Abschnitte den verschiedenen Theorien der Platten, Schalen etc. ge- 
widmet. 

Die Darstellung kann als sehr klar und iibersichtlich angesehen werden und 
stellt das Werk ein wertvolles Huilfsmittel fiir die Studierenden der hoheren 
Semester dar, welche sich in einzelne Abschnitte der Elastizitatstheorie vertiefen 
wollen. P. URBAN, Graz. 


Nuclear Species. Von H. E. Huntiey. Mit Textabb., XIX, 193 S. London: 
MacMillan & Co. Ltd. — New York: St. Martin’s Press. 1954. 21 s. net. 
Das eben erschienene Buch soll dem Studierenden einen Uberblick iiber einige 
Gebiete der Kernphysik geben. Nach einem einfiihrenden Abschnitt tiber den 
Atomkern und seine Struktur wird zuerst die GréBe des Kernes behandelt, dann 
folgt eine Ubersicht iiber die verschiedenen Isotopen und ihre Bestimmung. Dabei 
wird besondere Riicksicht auf die Stabilitat genommen sowie auf Massendefekt und 
Bindungsenergie. Eine kurze Ubersicht tiber die Energieniveaus der Kerne mit 
sehr iibersichtlichen Diagrammen vervollstandigt die Behandlung des Stoffes. Am 
SchluB wird noch auf den Ursprung der Elemente eingegangen, wobei auch auf die 
neuesten Erkenntnisse Bezug genommen wird. 
Das Werk kann den Studierenden naturwissenschaftlicher Richtung bestens 
empfohlen werden. L. HANKE, Graz. 


Atomie Energy and its Applications. Von J. M. A. Leninan. (Applied Physics 
Series, herausgegeben von E. G. RICHARDSON.) Mit 73 Textabb., XIII, 265 S. 
Pondon: Sir I: Pitman & Sons, Ltd. 1954. Geb. 22s. 6d. 

Der Titel selbst ist nicht neu und schreckt unter Umstanden ab, da er in der 
letzten Zeit oft genug miBbraucht wurde. Hier aber versucht ein Praktiker, einen 


Ah! 
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umfangreichen Stoff, der nach wie vor einer sprunghaften Entwicklung unter~ 
worfen ist, in pragnanter und auBerst tibersichtlicher Form darzustellen, was dem 
Autor zweifelsohne gelungen ist. 

In den ersten Kapiteln werden die Grundbegriffe erlautert, die zum Verstandnis 
der iibrigen Kapitel notwendig sind. Jene Leser, die der experimentellen Atom- 
physik nicht fremd gegeniiber stehen, kénnen diese Kapitel ruhig iiberschlagen, sie 
verzichten dabei héchstens auf die Beschreibung neuester Verbesserungen der hier 
erwihnten Instrumente, wie R6éntgenréhre, Geigerzahler etc. 

In den nun folgenden Kapiteln werden die verschiedenen Arten der Be- 
schleunigungsmaschinen, Kernreaktionen und Reaktortypen erlautert. Die ersteren 
vorwiegend an englischen Beispielen und die letzteren an amerikanischen Typen 
(und zwar der im Kriege entstandenen Reaktoren X 10, CP-2, CP-3, LOPO und 
iB NAIRO) 

Der Erzeugung von Isotopen (hier findet man sogar eine Preisliste der in Harwell 
erzeugten Spaltprodukte) und dem Strahlenschutz ist ein breiter Raum gewidmet 
und zeigt die Unzahl der Sicherheitsvorkehrungen in England bei der Beschaftigung 
mit strahlendem Material. Die Verwendung der diversen Produkte in der Medizin 
wird in einer Unzahl von Beispielen an Hand von ?4Na, 3?P, 131], 60Co und 1*Ir 
als Spurensucher und fiir therapeutische Zwecke charakterisiert, so daB dieses 
Werk auch fiir Mediziner sehr wertvoll sein diirfte, der Physiker kommt bei dem 
nun folgenden Kapitel der Anwendungen in der Industrie und Wissenschaft wohl 
etwas zu kurz, so fehlt z. B. die genauere Behandlung jener Gerate, die die For- 
schungen mit Neutronenstrahlen erméglichen. 

Im abschlieBenden Kapitel wird das Problem der Energiegewinnung hinsicht- 
lich verschiedener Reaktortypen erwahnt. 

Das Werk ist kein Lehrbuch, eher ein Nachschlagswerk, enthalt das Wesent- 
lichste in einer klaren Sprache und Ubersichtlichkeit, so daB es dem Forscher und 
Praktiker in den nachsten Jahren ein beliebtes Hilfsmittel sein wird, umso mehr, 
da jedes Kapitel mit einem sorgfaltig ausgewahlten Literaturverzeichnis versehen ist. 


H: ZIneéL, Graz; 


Die physikalische Erkenntnis und ihre Grenzen. Von A. Marcu. (,, Die Wissen- 
schaft.‘' Herausgeber W. WESTPHAL: Band 108.) VI, 114 S. Braunschweig: 
F. Vieweg & Sohn. 1955. Geb. DM 9.80. 


Dieser Band der Reihe ,,Die Wissenschaft’ behandelt in anregender und 
fliissiger Form physikalische Grundlagenprobleme. Zunachst wird die Anschau- 
lichkeit und die Objektivitat der Naturgesetze einer Kritik unterzogen. Die Be- 
griffe der Kausalitaét und der Wahrscheinlichkeit werden diskutiert. Die Frage 
nach einer Substanz der elementaren Teilchen im philosophischen Sinn wird er- 
ortert. Weiters wird die formale Seite der Quantentheorie, einschlieBlich HILBERT- 
Raum und zweiter Quantisierung, dem Nichtmathematiker nahergebracht. Ein 
SchluBkapitel legt die Theorie der kleinsten Lange dar, die der Verfasser seit 1937 
entwickelt hat. 

Verschiedene der in dem Buch vertretenen Meinungen diirften nicht ohne- 
weiters zu akzeptieren sein; wenn der Verfasser etwa bei Elementarteilchen der 
Fermi-Statistik Nichtwiedererkennbarkeit, der Bosr-Statistik aber Wiederer- 
kennbarkeit eines individuellen Teilchens zuordnet; wenn er den Atomkernen 
sogar generell Wiedererkennbarkeit zuspricht; wenn er den _ substantiellen 
Charakter der Himmelskérper als unbeweisbare Hypothese, den der Atomkerne 
dagegen als offenbar bezeichnet; wenn er teststellt, die Quantenmechanik gehe 
der Frage aus dem Wege, wie die substanzlosen elementaren Teilchen substantielle 
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omkerne erzeugen, indem sie die Materie nicht in derselben Art wie die elemen- 
en Teilchen behandle. 

Auch andere Teile des Buches scheinen dem Ref. gegen eine Kritik nicht 
ig gefeit. K. Baumann, Wien. 


lektronik des Einzelelektrons. Von F. OLLENDORFF. (Technische Elektrodynamik: 

Band II / Teil 1.) Mit 313 Textabb., XII, 643 S. Wien: Springer-Verlag. 1955. 
Geb. S 582.—, DM 97.—, $ 23.10, sfr. 99.30. 

Wahrend sich die ,,aduGere'‘ Elektronik mit der ganzen Ionenzelle als Schalt- 
lement eines elektrischen Netzwerkes befaBt, untersucht die , Innere’ Elektronik 
ie Erzeugung von Elektronen, bzw. Ionen und ihre Bewegung im Hochvakuum 
nnerhalb der Zelle unter dem Zwange elektrodynamischer Krafte. Kann man 
bei von der Wechselwirkung der Teilchen untereinander absehen, so gelangt 
zu der gewéhnlich als Elektronenoptik bezeichneten ,,inneren Elektronik des 
inzelelektrons‘‘, die Gegenstand des vorliegenden Buches ist. Der zweite, vom 
erlag angekiindigte Teil wird sich mit der Elektronik der Kollektive befassen. 

Angesichts der Gleichartigkeit des behandelten Gebietes kann man nicht um- 
in, die ,,Grundlagen der Elektronenoptik‘‘ von W. GrasER zum Vergleich heran- 
uziehen. Es zeigt sich, daB beide Werke einander in gewissem Sinne erganzen: 
ahrend Graser mehr die Optik der Partikelstrémungen in den Vordergrund 
tellt und vor allem die rotationssymmetrischen Felder im Hinblick auf das Elek- 
onenmikroskop behandelt, liegt bei OLLENDORFF das Gewicht mehr auf der 
lektronik verschiedener technischer Elektronengerate. 

Die Darstellung schreitet von den elementaren Tatsachen der Elektronen- 
wegung im elektrischen und magnetischen Feld tiber die allgemeine klassische 
echanik des Einzelelektrons fort zur Gaussschen und SEIpEL-GLasERschen 
ioptrik und schlieSt mit den Grundlagen der relativistischen Elektronik ab. 
ie theoretischen Entwicklungen werden durchwegs unmittelbar durch An- 
endungsbeispiele illustriert. Auf diese Weise wird der Leser in didaktisch sorgsam 
ufgebautem Fortschreiten bekannt gemacht mit der Wirkungsweise und Theorie 
ichtiger elektronischer Geradte wie Oszillographenréhre, Massenspektrograph, 
Magnetron, Zyklotron, Elektronenlinse und schlieBlich, im relativistischen Teil, 
it den Elektronenbeschleunigern. 

Das reichhaltige und gut ausgestattete Buch stellt eine echte Bereicherung der 
lektronenoptischen Literatur dar. H. Grimm, Wien. 


‘he Physics of Particle Size Analysis. A Conference arranged by the Institute of 
Physics and held in the University of Nottingham from the 6 to 9 April, 1954. 
(British Journal of Applied Physics: Supplement No. 3.) Mit Textabb., VI, 
- 218 S. London: The Institute of Physics. 1954. 35 s. 

. Dieser offizielle Bericht iiber das unter diesem Titel im April 1954 abgehaltene 
| enthalt alle Referate in ungekiirzter, teilweise auch nachtraglich vom 
utor ausgefeilter Form, ja dariiber hinausgehend auch die anschlieBenden Dis- 
“ussionen. 

_ Es ist natiirlich hier unméglich, eine wenn auch noch so kurze Besprechung der 
inzelnen Beitrage zu liefern. Diese wurden in acht Sitzungen gebracht und sind 
uch in derselben Form und Reihenfolge in den Bericht aufgenommen. Vielleicht 
st es das beste, kurz die Themen und wesentlichsten Ziige der einzelInen Sitzungen 
u erwahnen: 

_ A. Fragen der Relativbewegung von Teilchen und Fliissigkeiten werden vom 
ydrodynamischen Standpunkt aus erlautert, wobei man, von den Grenzfallen 
ines einzelnen Teilchens und unendlich ausgedehnter Fliissigkeit ausgehend, zu 
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realeren Gegebenheiten und Fragen der Viskositat von Suspensionen, der Sedi- 
mentationsgeschwindigkeit sowie der Geschwindigkeitsverteilung kugelformiger 1 
Teilchen in Gasen gelangt. Ein recht interessanter Artikel bringt einen Vergleich | 
der verschiedenen Methoden der TeilchengréB8enbestimmung durch Sedimen- 
tationsuntersuchungen. B. Molekularphanomene der Relativbewegung von Teil- 
‘chen zu Fliissigkeit. Es wird der Einflu8 der KNupsenschen Strémung als Beitrag 
zur Gasdurchlassigkeit feinkapillarer Systeme untersucht und gezeigt, daB diese zur 
Erklarung der Gasdurchlassigkeiten bei niedersten Drucken herangezogen werden 
mu. In einem weiteren Referat wird auch die Rolle der adsorbierten Molekile in 
- diesem Zusammenhange aufgezeigt. Darnach folgen auf industrielle Anwendungen | 
zugeschnittene Betrachtungen iiber die Gasdurchlassigkeit kolloider Kohlenstoff- 
Filter. Ein weiterer Beitrag behandelt die Schwierigkeiten bei Sedimentations-; 
analysen, die durch das Auftreten des elektroviskosen Effektes bedingt sind. 
C. Diese Gruppe enthalt Arbeiteniiber Streuung und Absorption von Licht ani 
kleinen Teilchen und die Auswertung der Ergebnisse dieser Effekte in Hinblick) 
auf die Bestimmung der TeilchengroBe. Hier wird der Berechnung die Annahme; 
kugelformiger Teilchen zugrunde gelegt, wahrend in der nachsten Sitzung D gerade 
die Frage der Abweichung von der Kugelgestalt behandelt werden, was tblicher- 
weise durch Einfiihrung-sogenannter Formfaktoren geschieht. Gerade diese Pro- 
bleme sind in den letzten Jahren intensiv bearbeitet worden. Ein Vortrag befaBti 
sich mit der Korrelation zwischen StoKEsschem und projiziertem Durchmesser= 
eines Glaspulvers, ein weiterer mit der Abhangigkeit der Sinkgeschwindigkeit von 
GréBe und Gestalt der Teilchen. Sitzung E behandelt die visuelle Zahlung und 
GréBenbestimmung mikroskopischer Teilchen, wobei auch Methoden zur Ab- 
schatzung der GréGe stark irregular geformter Teilchen sowie die Auszahlung 
elektronenmikroskopischer Aufnahmen zur Sprache kamen. Dagegen sind ima 
nachsten Abschnitt F die theoretischen Grundlagen, im Abschnitt G sehr aus- 
fiihrlich die Apparate und Verwendungsméglichkeiten der modernen photo-+ 
elektronischen Zahlmethoden abgehandelt. Diese Berichte zeigen den grofe 
Fortschritt, der durch Verwendung automatischer Zahlverfahren sowohl in dew 
reinen Forschung als auch in der Industrie ausgelést wurde. Im letzten Abschnitt FP) 
werden Beitrage gebracht, die sich nicht ohne weiters einem der obigen Tited) 
unterordnen lieBen, insbesonders Fragen der Dickenmessung, Pulverzerteilung)/ 
Adhasion und Aggregation von Staubteilchen. 

Der Tagungsbericht schlieBt mit einer Zusammenfassung der Ergebnisse, unm 
es kann wohl gesagt werden, daB er fiir jeden Physiker oder Chemiker, der it 
irgendeiner Weise an Eigenschaften disperser Systeme interessiert ist, eine wertvollil 
Informationsquelle darstellt. H. StTippet, Graz. 


ors 


Physikertagung Innsbruck. Hauptvortrage von der gemeinsamen Jahrestagung 195: 
des Verbandes Deutscher Physikalischer Gesellschaften und der Osterreichischer 
Physikalischen Gesellschaft. Herausgegeben von H. Aurr, E. BrucHE un 
R. STEINMAURER. Mit 97 Abb. und 1 Tabelle, 138 S. Mosbach/Baden: Physik) 
Verlag. 1954. Geb. DM 19.20. 

Die Zusammentassung der Hauptvortrage der Physikertagung Innsbruck vere} 
mittelt dem Physiker ein geschlossenes Bild dieser Tagung und gestattet eine) 

Uberblick iiber die behandelten Probleme. Der Verlag hat hiemit eine danken¢) 

werte Aufgabe erfiillt, die auch fiir die Zukunft sehr zu begriiBen ware. Die auBey 

ordentliche Vielfalt der behandelten Themen gestattet leider nicht eine Behandlun 

im einzelnen. Alles in allem kann aber gesagt werden, da8 mustergiiltige Arbeit oe 

leistet wurde. Druck und Ausfiihrung des Werkes sind iibersichtlich und stelle 


dem Verlag das beste Zeugnis aus. P. Urpan, Graz. 
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Statie Electrification. A symposium held by The Institute of Physics in London 
n 25, 26 and 27 March, 1953. (British Journal of Applied Physics: Supplement 
r. 2.) Mit Textabb., IV, 104.S. London: The Institute of Physics. 1953. Geb. 25 s. 

Elektrostatische Probleme zahlen mit zu den Altesten der Elektrizitatslehre 
berhaupt. Dennoch harren viele von ihnen auch heute noch der Lésung, und es 
ar ein begriiBenswerter Gedanke des Institutes of Physics, die gelegentlich einer 
agung tber elektrostatische Fragen im Bedfort College London im Marz 1953 
ehaltenen Vortrage zusammengefaBt zu publizieren. 

Mit Recht wird gleich in der ersten Arbeit ,, Theory of contact electrification“ 
on Prof. Vick die Forderung gestellt, fiir die Erklarung der elektrostatischen 
pannungserzeugung — fir die bis vor kurzem nur die HELMHoLTzschen Vor- 
ellungen tiber die Entstehung elektrischer Doppelschichten zur Verfiigung 
den — die neuesten, auf Grund ganz anderer Untersuchungen gewonnenen An- 
auungen uber das Zustandekommen der Kontaktspannungen auf Grund des 
andermodelles heranzuziehen. Wenn sich damit auch manche Erscheinungen 
och nicht befriedigend erklaren lassen — Stédrungen durch absorbierte Fremd- 
tome an den Oberflachen spielen dabei in unerwiinschter Weise mit — so lassen 
ich die Verhaltnisse doch wesentlich besser tibersehen. In Dr. HENRy’s Arbeit 
Survey of Generation and dissipation of static electricity’‘ sind insbesondere 
gaben iiber die Ladungsmessung und die erreichbaren Ladungswerte (150 kV/cm? 
riebener Flache) und eine auf klassischer Basis abgeleitete Theorie bemerkens- 
ert, die jedoch die Erscheinungen wie der Verfasser selbst angibt, nur bei Ionen — 
icht bei Elektroneniibergangen zu deuten gestattet. In Arbeiten von CooPER 
nd Harper ,,The electrification of fluids in motion’ und ,,Liquids giving no 
ectrification by bubbling*‘ werden die auch praktisch bedeutsamen Probleme 
er Aufladung bewegter Fliissigkeiten behandelt, wobei sich HARPER offenbar 
erechtigt gegen die Ansicht der Entstehung elektrostatischer Aufladung auf Grund 
ektrostatischer Influenz stellt. Die Frage der Aufladung von Walzen wie sie in 
extilerzeugungsmaschinen Verwendung finden, wird von MEDLEY in der Arbeit 
The dissipation of electrical charges generated by rollers‘‘ behandelt. Unter den 
hireichen anderen Arbeiten erscheint der Aufsatz von Henry ,,The role of 
ymmetric rubbing in the generation of static electricity’’ bemerkenswert, in 
m auf die Entstehung elektrostatischer Ladungen beim unsymmetrischen 
teiben gleicher Stoffe eingegangen wird. Eine vom Verfasser gebrachte Theorie, 
ie vom Temperaturgradienten an der Beriihrungsstelle ihren Ausgang nimmt, 
ard wohl noch zu iiberpriifen sein. 


Von groBer praktischer Bedeutung sind Ausfiihrungen von Lowe und Lucas 
The physics of electrostatic precipitation’’ die darauf abzielen, die Wirkung 
ektrostatischer Entstaubungsanlagen, wie sie in der Nahe von kohlenstaub- 
etriebenen kalorischen Kraftwerken Verwendung finden, auf Grund der mole- 
ularen und elektrischen Krafte, die auf die Staubteilchen wirken, quantitativ zu 
-klaren. Von noch gréBerer Bedeutung sind elektrostatische Verfahren zum Auf- 
ingen von Uberziigen (Farben, Rostschutzmittel usw.) die in einer Abhandlung 
on TILNEY ,,Electrostatic coating processes‘‘ beschrieben werden. Der letzte 
tand in der Entwicklung elektrostatischer Generatoren, wie sie in der kern- 
dnysikalischen Forschung, Medizin und Lebensmittelindustrie Verwendung finden, 
-t Gegenstand des Aufsatzes ,,Survey of electrostatic generators’’ von SHIRE. 
in Teilchenbeschleuniger mit 5.5 MeV fiir positive Ionen mit 100 wA der High 
joltage Engineering Co., der eingehend beschrieben wird, sei hier in diesem Zu- 
ammenhang erwahnt. Bemerkenswert sind weiter Ausfiihrungen Prof. FELict’s 
‘Ten years on electrostatics at the University of Grenoble", in denen auf elektro- 
catische Generatoren verhaltnismaBig groBer Leistung eingegangen wird. Den 


chluB8 des Heftes nehmen Arbeiten iiber die schéidliche Auswirkung elektro- 
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statischer Aufladungen, wie sie in der modernen Industrie im Bergbau, in der f 
Kinotechnik, aber auch im Operationssaal haufig in Erscheinung treten, ein. Ab- 
hilfemaBnahmen und Einrichtungen, bei denen neben rein elektrischen Verfahren } 
auch radioaktive Stoffe Verwendung finden, werden von Henry im Abschnit 
Electrostatic eliminators in textile industry“ beschrieben und BuLcin bringt in 
dex Abhandlung ,,Static electricity on rubber tyred vehicles‘‘ Messungen tber die § 
elektrostatische Aufladung von Automobilreifen (100000 V!) und geht auf die da- 
bei hervorgerufenen Beschaddigungen der Radreifen naher ein. Zwei Aufsatze von 
PEAcE und Morris ,,The electrostatic ignitibility and electrification of finely \ 
powdered Hexamine“ und ,,The ignition of explosives by condenser discharges- | 
’ effect of added circuit resistance‘‘ befassen sich schlieBlich mit der Entstehung und 
Vermeidung von Explosionen durch elektrostatische Funkenentladung. 2 
Die wissenschaftliche und praktische Bedeutung elektrostatischer Probleme 
und der in England versuchten Lésungen tritt in der Aufsatzreihe jedenfalls klar 
hervor. Es bleibt nur zu wiinschen, daB auch iiber den Stand der jtingsten deut- 
schen Forschung auf elektrostatischem Gebiet einmal zusammenfassend berichtet : 
werden moge. P. Kiaupy, Graz. 


Vacuum. A Review of Development in Vacuum Research and Engineering. ¢ 
Band III, Nr. 2, April 1953. S. 112—229. London: W. Edwards & Co. Ltd. 1954. t 
£ 2/10 s. pro Jahr. 

Die lebhafte Entwicklung der Vakuumtechnik und ihrer mannigfachen An- 
wendungen in der Forschung ebenso wie in der industriellen Fertigung im letzten: 
Jahrzehnt haben bei den in diesem Arbeitsbereich Tatigen seit langem den Wunsch} 
nach einer eigens ihrem Fachgebiet gewidmeten Zeitschrift entstehen lassen. Es 
ist daher in hohem Mae zu begriiBen, daB vor drei Jahren sowohl in Deutschland 
wie in England je eine Zeitschrift ins Leben gerufen wurden, die sich ausschlieBlicht 
mit der Vakuumtechnik und den angrenzenden Wissensgebieten befassen. Der 
Inhalt der uns vorliegenden englischen Zeitschrift ,, Vacuum", die in jahrlich vier, 
je etwa 100 Seiten starken Heften erscheint, ist folgendermaBen gegliedert: je 
etwa ein Drittel zusammenfassende Berichte, Originalmitteilungen und Literatur- 
berichte. Wenn wir die bisher erschienenen Hefte der Zeitschrift durchblattern, se 
finden wir Aufsaitze iiber das rein Apparative (Pumpen, Baffles, Ventile, Dich 
tungen, DruckmeBeinrichtungen), iiber die fiir die Vakuumtechnik geeigneter 
Materialien und insbesondere die Treibmittel der Diffusionspumpen, iiber elek 
trische Entladungen, Gasaufzehrung, Getterung, Absorption, tiber die Erzeugung@ 
und die Physik dtinner Schichten, wie sie heute bei einer groBen Anzahl von An 
wendungen als Interferenz- und Polarisationsfilter und das Reflexionsverméger 
vermindernden oder auch erhéhenden Schichten eine Rolle spielen, und iiber did 
Praparationstechniken der Vielstrahlinterferometrie, Flektronenbeugung una 
Ubermikroskopie. Besondere Beachtung verdienen auch Aufsitze iiber Fragen de 
Vakuummetallurgie, eines Gebietes, das sich mit dem Sintern und Schmelzen vor 
Metallen, bzw. Metallegierungen im Vakuum befaBt und hinsichtlich Reinheiti 
Festigkeit und anderer Eigenschaften Ergebnisse gezeitigt hat, die auf keinem/ 
anderen Wege bisher erreicht werden konnten, soda8 dieses Verfahren in Zu) 
nehmendem Ma8e groBtechnischen Einsatz findet. Besonders wertvoll sind auc 
die Literatur- und Patentausziige, die nach Art der ,,Physikalischen Berichte'r 
— teilweise aber noch ausfiihrlicher — verfaBt und nach Teilgebieten (Apparativey 
elektrische, mechanische, optische und chemische Erscheinungen, Metallurgiei 
Materialien, Verdampfung, Kathodenzerstaubung, Trocknung, Destillation, Ge 
friertrocknung) geordnet sind. Das Studium der Zeitschrift kann jedem, der sic\f 
mit Problemen der Vakuumtechnik zu befassen hat, nur empfohlen werden. 
ware nur zu wiinschen, da es dem Herausgeber bald gelange, die Phasenvej 
zogerung auszugleichen, die darin besteht, daB z. B. das April-Heft 1953 erst init 
Dezember 1954 erschienen ist. R. HAEFER, Vaduz, Fiirstentum a 


Herausgeber, I Eigentiimer und Verleger: Springer-Verlag, Vien I, Mélkerbastei 5. — Fir den Inhalt 
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Druck: Berger & Schwarz, Zwettl, N.-O 


Acta Physica Austriaca, Band 10, Heft 1—2. 


Fortsetzung von der II. Umschlagseite 
Tabellen: Die Ubersichtlichkeit einer Tabelle und damit das Erreichen ihres Zweckes kann sehr 
geférdert werden durch Sorgfalt in der Wahl der Uberschriften sowohl fiir die Tabelle als Ganzes als fir 


die einzelnen Zeilen und Kolonnen. Die gewéhlten Einheiten miissen klar ersichtlich, die Abkiirzungen © 


verstandlich sein. 


Abbildungen: Sie miissen, wenn auch nur skizziert, doch so weit ausgefiihrt sein, daB fiir 
den dem Thema fernstehenden Verlagszeichner keine Unklarheiten bestehen. Jede Zeichnung ist zu be- 
schriften; die Beschriftung soll das Lesen der Zeichnung auch ohne anges Suchen im Text erméglichen. 
Sie ist, als Beschriftung der Abb. Nr.... kenntlich gemacht, an der gewiinschten Stelle des Textes einzu- 
figen. Die Zeichenvorlage ist der Abhandlung auf gesondertem Blatt, das zwecks Vermeidung von lastigen 
Verwechslungen durch Autorennamen und Arbeitstitel gekennzeichnet sein soll, beizulegen. Man ver- 
gesse nicht, daB Figurenwiedergabe und Textherstellung zwei gesonderte Arbeitsginge sind, die erst nach 
der ersten Korrektur zusammenlaufen. 


Formeln: Der Setzer versteht im allgemeinen nichts vom Sinn der Formeln und halt sich 
genau an die Vorlage. Korrekturen an gesetzten Formeln bedingen einen unverhiltnismaBig groBen Auf- 
wand an Mehrarbeit. UnverhaltnismaBig in bezug auf die geringe Mehrarbeit, die der Verfasser hat, wenn 
er Buchstaben und Formelzeichen deutlich und unmi®verstandlich schreibt, bzw. malt. — Die Formel- 
zeichen sollen womdglich den AEF-Normen entsprechen oder den in den beiden Handbiichern der Physik 
verwendeten Zeichen angeglichen sein. — lLangere mathematische Ableitungen sollen gegebenenfalls 
in einem mathematischen Anhang zusammengestellt werden; soweit gekiirzt, daB der Fachmann den 
Rechengang tibersehen und eventuell kontrollieren kann. Im Text ist raumsparende Schreibweise anzu- 

: E 


EF ——= 

wenden, also (a + b)/c statt eae oder ¢ gs statte *T. ; 
Zitate ebenso wie Anmerkungen werden als FuBnoten mit durch die Arbeit fortlaufender 

Numerierung (zur Erleichterung der Riickverweisung, bzw. zur Vermeidung unnétiger Wiederholungen) 


gebracht. Als Zitatmuster (vergleiche die Handbiicher oder die S.-B. der Akademie): A. J. DEMPSTER, 
Nature 136, 180 (1935). ? 


Autorenkorrekturen, das hei8t nachtragliche Textanderungen, werden, soweit sie 10% der Satz- 
kosten iiberschreiten, den Verfassern in Rechnung gestellt. 


Herausgeber, Schriftleitung und Verlag 


Wir suchen fiir interessante Arbeiten auf dem Transistoren-Gebiet 


mehrere Physiker sowie 
einen Chemiker (Fachrichtung anorganische Chemie) oder 
Physiko-Chemiker 


Es handelt sich vor allem um schwierige experimentelle Arbeiten. 
Giinstige Arbeitsbedingungen (5-Tage-Woche). Ausfiihrliche Bewer- 
bungen an: INTERMETALL, Diisseldorf, Kénigsallee 14—16 


SPRINGER-VERLAG IN WIEN I 


Die wissenschaftliche 
und angewandte Photographie - 


Erneuerung und Fortfiihrung’des Hay-y. Rohrschen Handbuchs der 
wissenschaftlichen und angewandten Photographie “3 


Herausgegeben von Kurt Michel, Aalen/Wirttemberg 


Soeben erschien: 


Band V: Die Technik der Negativ- und Positivverfahren. Von Dr. Epw 
Mutter, Hamburg. Mit 91 Textabbildungen. XX, 396 Seiten. Gr.-8°. 19 
Ganzleinen S 396.—, DM-66.—, sfr. 67.50, $ 15." Us 


Erstmalig erscheint mit dem vorliegenden Band eine umfassende Darstellung der photographis 
Negativ- und Positivtechnik, die sowohl dem Wissenschaftler und dem Studierenden als auch dem P 
- tiker gerecht wird. Seitdem die klassischen photographischen Werke von J. M. Ever nicht mehr ¢ 
scheinen, fehlte fiir das deutsche Sprachgebiet eine derartig umfassende Behandlung des Stoffes vollsta 
Der Autor, ein Schiiler von Prof. Dr. J. Eccert, Technische Hochschule Zurich, und Prof. Dr. E. STEN¢ 
Kreuzw' ertheim, ist nicht nur ein anerkannter Fachmann auf dem Gebiete der wissenschaftlichen Pko 
graphie, sondern verfiigt auch tiber reiche praktische Erfahrungen, die er in exponierten Stellungen in 
nahezu drei Jahrzehnten gesammelt hat. In photographischen Fachkreisen haben besonders seine zahl-~ 
reichen Veréffentlichungen in Fachzeitschriften tiber den heutigen Stand der photographischen Technik 
und die Grundlagen der Photographie in Theorie und Praxis groBen Widerhall gefunden. Diesem Prinzip 
der Verbindung von Theorie und Praxis ist der Verfasser auch im vorliegenden Werk treu geblieben. Es 
umfaBt sowohl die Praxis der Verfahrenstechnik, yon der zweckentsprechenden Vorschrift bis zur erzielten — 
Wirkung, als auch die hiebei auftretenden Vorgange in chemischer und physikalischer Hinsicht nach dem 
heutigen Stande der Forschung. Das Werk eignet sich zum Studium der einzelnen Prozesse und Verfahren 
wie auch als Rezept- und Nachschlagewerk. Die Rezeptsammlung beriicksichtigt besonders stark die aus- — 
landische Literatur, die uns allgemein weniger zuganglich ist. F 


Vor kurzem erschienen: 


Band I: Das photographische Objektiv. Von Dr. JoHANNEs FLiaceE, R. Winkel — 
G. m. b. H., Optische Werke, Géttingen. Mit einem Beitrag von Physiker LEo 7 
BIERWAGEN, Gottingen. Mit 196 teils farbigen Textabbildungen. XIII, © . 

* 373 Seiten. Gr.-8°. 1955. ee 

; Ganzleinen S 414.—, DM 69.—, sfr. 70.70, $ 16: 45] 


f 


Band III: Die kinematographische Kamera. Von Dipl.-Ing. Dr.-Ing. HARALD — 
WEISE, K6ln. Mit 521 Textabbildungen. XVI, 472 Seiten. Gr.-89°. 1955. 
Ganzleinen S 478.—, DM 79.80, sfr. 81.70, $ 19.— 


In weiterer Folge werden eyscheinen: 


Band II: Die photographische Kamera. 4 
Band IV: Die Theorie des Negativ- und Positivprozesses. 
Band VI: Die Theorie und Praxis der Farbenphotographie. 
Band VII: Die Standbild- und Kinoprojektionsgeriite. 

Band VIII: Die Stereophotographie. : } 
Band IX: Die Photogrammetrie. 4 
Band | X: Die Mikrophotographie. 
Band XI: Die Reproduktionsphotographie. 


Zu beziehen durch jede Buchhandlung 


